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АННОТАЦИЯ 

В настоящей статье дается принципиальная схема построения алгеб- 
раических многоуровневых переобуславливателей для матриц, ассо- 
циируемых с последовательностями вложенных конечномерных 
пространств. Такие матрицы возникают во многих задачах вычисли- 
тельной линейной алгебры, для решения которых используются 
многоуровневые структуры. В работе предлагается и обосновывает- 
ся применение внутренних чебышевских итераций для построения 
переобуславливателей. Выводится оценка числа обусловленности. 

Ключевые слова: матрица, собственное значение, переобуславли- 
вание, число обусловленности, чебышевский итерационный метод. 


Введение 


Многие прикладные задачи современного естествознания приводят к ре- 
шению систем линейных алгебраических уравнений 


Ах=Ь (1) 


высокого порядка. При этом системы часто оказываются плохо обусловленными 
(см., напр., [1]), и это является причиной того, что применение стандартных ме- 
тодов линейной алгебры для решения таких систем является нецелесообразным. 

Для решения систем высокого порядка наибольшее распространение по- 
лучили итерационные методы (см., напр., [2, 3]). Как известно, скорость сходи- 
мости итерационного метода зависит от числа обусловленности матрицы А 
системы (1) (ниже мы дадим определение этого понятия). Чем больше число 
обусловленности, тем больше итераций требуется для достижения заданной 
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точности и, как следствие, большее число арифметических операций. Для улуч- 
шения обусловленности матрицы системы вводится так называемая переобу- 
славливающая матрица или, иначе, переобуславливатель Р, и вместо системы 
(1) рассматривается эквивалентная система 


Р\Ах=РЬ. (2) 


При этом переобуславливатель Р должен удовлетворять двум основным 
требованиям, которые можно кратко сформулировать следующим образом: 
— матрица Р должна хорошо аппроксимировать матрицу А втом смысле, 


что число обусловленности матрицы РА должно быть значительно меньше 
числа обусловленности самой матрицы А; 

— решение линейной системы с матрицей Р должно быть легко осущест- 
вимо, то есть, не требовать больших вычислительных затрат. 

Техника и методы построения переобуславливателей довольно разнооб- 
разны [4]. Для численного решения дифференциальных уравнений с частными 
производными большое распространение получили так называемые многосе- 
точные (или многоуровневые) методы переобуславливания, реализация которых 
связана с использованием последовательностей сгущающихся сеток (см., напр., 
5-9). 

В настоящей работе дается описание и обоснование общей схемы по- 
строения многоуровневых переобуславливателей для симметричных положи- 
тельно определенных матриц, ассоциируемых с последовательностью вложен- 
ных конечномерных пространств. 


2. Схема построения многоуровневого переобуславливателя 


Пусть имеется некоторая последовательность симметричных положитель- 
но определенных матриц 


А® А®...АР=А, (3) 


задаваемая некоторым иерархическим процессом их построения, где р >1 есть 

К 
натуральное число. Будем говорить, что матрица А” соответствует К -му уров- 
К 
ню процесса построения. Обозначим через и, порядок матрицы А“; при этом 
КА К 
п, < п <..:<п,. Для значений К =1,2,....р представим матрицы А“® в блоч- 
ном виде 


А А ] 
АО ре 11 12 (4) 





) (Л 


Е инь | 
в котором а. , 5] =1,2 есть блоки размера пб хи,” , где 
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п (2) _ 
п, По, п =ПбПЩ. 


Наша задача заключается в построении многоуровневого переобуславли- 
вателя для матрицы А. В качестве промежуточного этапа в процессе построе- 
ния такого переобуславливателя В предлагаемой нами схеме предполагается 
предварительное построение так называемых двухуровневых переобуславлива- 


у АО 1 < К < > 
телеи для матриц ‚1-^-р (отметим, что такои подход применялся ранее, 


в работах [6, 8]). Осуществить это можно следующим образом. Введем в рас- 
смотрение дополнение Шура 


(К) — д(®) (© (ЮРА (©) 
5 = 1 2442 Аз Аз 
матрицы А‘ ‚ записанной в блочной форме (4) (относительно дополнения Шура 
см., напр., [1, 3]). Тогда матрица А“ может быть записана в следующем виде: 
(К (КАЮТА (К) 
5 +Арь А» Аз Ар 


(К) (К) 
1 А»> 


А® ть 


Определим в качестве двухуровневого переобуславливателя для матрицы 
А®, 1<К < р матрицу 


(&-0 (© рю (К 

@, А - В,› В5› В» В 
(К (К 

В В. 


21 


В® = ‚ @ =соп51 > 0, (5) 


(ре р к 
в которой в: 5 В и Во есть некоторым образом подобранные аппроксима- 


ции соответствующих блоков А, А и — ; при этом матрица В“? должна 
быть также симметричной и положительно определенной. Построение таких 
аппроксимаций зависит от природы, специфики и свойств исходных матриц (3) 
(для случая конечноэлементных матриц см., напр., работы [5, 6, 8]). Заметим 
лишь, что одним из важнейших требований является вычислительная простота 


Г: в 
обращения блока Во (например, когда этот блок является диагональной либо 


трехдиагональной матрицей). 
Напомним одно общеизвестное понятие. Для любых симметричных поло- 
жительно определенных матриц А и В спектральное число обусловленности 


к(В'А) определяется следующим образом: 


2 
я ) 


тт 


к(В'А)= (6) 
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где Як и Ян есть соответственно наибольшее и наименьшее из собственных 
—1 > 
чисел матрицы ВА (см., напр., [1, 3]). В дальнейшем мы будем предполагать, 


1 
что собственные числа матриц В А®, 1<А<р принадлежат некоторому 


отрезку [4,,4.], где О<а, <4., . Тогда, как следует из (6), 
4, 


к(В®"А®) <4= (7) 


1 


Перейдем непосредственно к построению многоуровневого переобуслав- 
ливателя. Выберем некоторое целое число 5>1 и для значений К = 1,2,....р 


последовательно определим матрицы 
(&-В (© рю) (К) 
@, К +В, В5› В Вр 


О о 
В В» 


м® — (8) 


где 


ЕЕ 


--1 
5 


В@- — А@-| | &— (> —0“—м иода фа р 


у 


(9) 





1 
(здесь [“_ есть единичная матрица порядка п, |). В качестве параметров 


к 
е) ) выбираются числа 





2 
9-о = Е нь 
ь (В. + а, :)+ А = а 
где 
27-1 
К = со = МЕ ны 
25 


являются корнями многочлена Чебышева первого рода степени 5 (см., напр., 
[1,2]), а [4 в | есть отрезок, содержащий все собственные числа матрицы 


ие 
МТ” АП то есть, 
(КОР А-В 
РМ 7 = [, › В. 


(в дальнейшем символом 5р будем обозначать спектр матрицы). 
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Получим формулы, по которым вычисляются границы спектра матрицы 


= 
МАЕ р. Так как, по определению, М® = В® (см. (5), (8) и (9)), 
то согласно сделанному выше предположению относительно собственных чисел 


о 
матриц В“ А“, можем утверждать, что 
(Еда) 
р(М“ АФ) = [а,, В], (10) 
где 
а =а, В =4.. 
Далее, пусть для некоторого значения К > 2 известно, что 
(ОР 
Иа 


где О<а,_, < р, |. Справедливо равенство 


М®ТА® — (м®"' В) (ВТА). (11) 
Согласно сказанному выше, 
ри А®) 3 а,,а.]. (12) 
Как следует из (5), (8), (9) и теории чебышевского итерационного метода [2], 
ром" в) су л+у |, (13) 
где 
о _ 241. _ Уса 1 _ Вы 
а с +1” о о 
В результате из (11) - (13) получим, что 
РМ А) с [,, В], 
где 


ий (5) = (5) 
а, =а-уг.), В, =а.И+уг а). (15) 
Таким образом, нами построена последовательность матриц 
мо м<> м =М 


Матрицу М назовем многоуровневым переобуславливателем для матрицы А. 
Поясним, почему переобуславливатель называется многоуровневым. Дело 
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в том, что в итерационных методах с матрицей М =М“? в качестве переобу- 
славливателя нам необходимо, как увидим ниже, решать системы линейных ал- 


гебраических уравнений с матрицами М“, где К =1,2.....р (см., напр., [2-4]. 
Действительно, рассмотрим некоторую систему 


М®х=Ь. (16) 


р: 

Беря за основу блочное представление (8) матрицы М и осуществим со- 
ответствующее разбиение векторов Хх и ВБ на подвекторы, а именно, запишем их 
в виде 


№ Ь, 


Тогда решение системы (16) сводится к следующей вычислительной про- 
цедуре. 


ПРОЦЕДУРА МС РВЕС/ М“ 
1. вычисляется вектор 


1 - 
а =— (В -ВьВ> Ь,); (17) 
©, 


2. вычисляется Хх, : решается система 
к 
Е (18) 


при 2<А<р: решение системы (18) эквивалентно выполнению 5 шагов чебы- 
шевского итерационного метода 


— _ А(-0.0-О ет 
= ах Е ны 9) 


А аа (20) 
3. вычисляется Х.: 
—1 
Во ф-В м): (21) 
КОНЕЦ ПРОЦЕДУРЫ 
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Дадим некоторые пояснения к процедуре. Как видим, решение системы с 
матрицей М“? сводится к последовательному решению систем с матрицей 
М“” (при К>2 см. (19)), либо к решению системы с матрицей А®(при 
К=1). Согласно выдвинутому выше требованию, матрица В“ является легко 


обратимой. Поэтому вычисления по формулам (17) и (21) не требуют больших 
вычислительных затрат. На самом нижнем уровне (К =0) система уравнений 


(20) решается с помощью некоторого прямого метода. 


3. Оценка числа обусловленности 


1 

Получим оценку спектрального числа обусловленности матрицы М” А и, 
в связи с этим, обсудим вопрос выбора числа внутренних чебышевских итера- 
ций 5. Введем в рассмотрение числа 


ЕЕ: А и (22) 


Фактически, эти величины, согласно определению (6), являются верхними 


оценками чисел обусловленности матриц М т А ‚ то есть, 
КМ А®) <, К=1,...р. (23) 
Как следует из (7), (10), (15) и (22), 


а=а, в=а— = 


Пользуясь формулами (14), получим: 
1- _ 24. 2 2: 
чу _ 1+4 24 +4 _ (1+4; \ _ | Ме + +0" 


1-70 _ 1_ 244. а а > (Че +0" о -1 
1+4. 


Таким образом, определенные в (22) величины с, могут быть вычислены 


с помощью следующей рекуррентной процедуры: 


с =а, 





я аз ее. В (24) 
“+ = (с. -0” |’ и 
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Для установления характера поведения величин С, рассмотрим нелиней- 
ное уравнение 
с=Ф(с), (25) 


где 


сева] МЕС" | 
ЕТ] 


Лемма. Если 5> \/А ‚ то уравнение (25) имеет единственное положитель- 
ное решение. 
Доказательство. Рассматривая положительные значения С, сделаем за- 








мену переменной 5 =1/ с . Тогда от уравнения (25) мы перейдем к уравнению 
&=и(®), (26) 


где 


а 
Ма (+3 +@-5* 


Как видно из выражения для этой функции, (0) =0О и ши (10) =1/ Уа Е 





и(<) = 


Прежде всего заметим, что для значений уз >1 очевидно 


(+2'-(-5'. 
(+5'+0-5'— 





и, тем самым, и(<) < < (напомним, что 4 >1). Поэтому положительные реше- 
ния уравнения (26) следует искать в интервале (0,1). 
Вычислим производную функции (<). Получим 
45 (1+2)”а-5” 
/а [а+э'+а-э)’Р 


Очевидно, что \/"(<) > 0 для значений 0 << <1, причем и'(0) = 5/ Ма и 


и (<) = 





уи'(1) =0. Далее, вычислим вторую производную: 


82) био Чао о а” и 





И. [9+2 +2 


Как видим, /"(<) <0 ‚если О<<<1. 


12 Об использовании чебышевских итераций при построении многоуровневых ... 


Последующие рассуждения таковы. Рассмотрим функцию 
Г =з-\(%), <Е[0,1. 


Очевидно, что }[(0)=0 и Ё(П=1-1/ /а>о0. Для производной 
Г'(<) =1=и'(<) этой функции имеем: 


{'(0)=1-— <0и 0 =1. 
а 
Так как /”"(<) =—и"(<) > 0, то функция }’(<) в интервале (0,1) монотон- 
но возрастает. Следовательно, по теореме Больцано-Коши существует единственная 
точка 5 Е(0,1) такая, что [’(5)=0. При этом }’(<) <0 для <<си /'(<) >0, 
если <> 5. Тем самым в интервале (0,5) функция /(<) монотонно убывает, а в 


интервале (5,1) монотонно возрастает. Кроме того, исходя из равенства 
Л) =Л® +"), се (0,2), 


получим, что }(5)= /'(&) 5 <0. Следовательно, существует единственная точ- 
ка 5. Е (5,1) такая, что }(<.)=0, то есть, 5. =\(<.). Таким образом, если 
5> А ‚ то уравнение (26) имеет единственное положительное решение <,, за- 
ключенное в интервале (0,1). Тем самым уравнение (25) имеет единственное 


положительное решение с, =1/ 52. Лемма доказана. 
Возвратимся к рекуррентной процедуре (24). Пусть 


Согласно проведенной выше при Доказательстве леммы замене перемен- 
ной, эти величины вычисляются посредством рекуррентной процедуры 


ча" &=\(а,1), К=2,3,...р. (27) 


Ниже, в качестве иллюстрации, приведен график функции \(<) при ус- 


ловии, что 5 > УА . Нетрудно убедиться в том, что <, > 5,. Тем самым последо- 
вательность (27) является монотонно убывающей и ограниченной снизу (при 
неограниченном росте числа уровней р) величиной <... 


Переходя к величинам с, ‚, получим, что 


оо. 
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Рис. График функции и( 5) ? 


Таким образом, последовательность чисел с,, вычисляемых по рекур- 
рентным формулам (24), является монотонно возрастающей и ограниченной 
сверху (при неограниченном росте числа уровней р) величиной с, =1/ <. >1. 

Подводя итог, приходим к следующему утверждению. 

Теорема. Если 5 > а ‚ то 

к(М 'А) <с., 


где величина с. есть единственный положительный корень уравнения (25). 


Заключение 


Предложенная в работе принципиальная схема построения алгебраиче- 
ских многосеточных переобуславливателей может быть использована при реше- 
нии плохо обусловленных систем линейных алгебраических уравнений высоко- 
го порядка. Такие системы возникают, в частности, при конечноразностной или 
конечноэлементной аппроксимации дифференциальных уравнений на последо- 
вательности сгущающихся сеток, в задачах наименьших квадратов с использо- 
ванием вложенных пространств базисных функций (см., напр., [10]) и др. 


14 Об использовании чебышевских итераций при построении многоуровневых ... 
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О НЕКОТОРЫХ ПРЕДЕЛЬНЫХ МНОЖЕСТВАХ ВДОЛЬ 
ОРИЦИКЛИЧЕСКИХ ПУТЕЙ 


С.Л. Берберян 


АННОТАЦИЯ 

В работе рассматриваются некоторые предельные множества вдоль 
орициклических путей действительнозначных функций, определен- 
ных в единичном круге. Подобные предельные множества вдоль уг- 
лов Штольца рассматривались ранее для мероморфных и гармониче- 
ских функций. 

Ключевые слова: нормальные функции, предельные множества, 
орициклические пути. 


Рассмотрим граничное поведение гармонических функций вдоль орицик- 
лических путей. В работе будем придерживаться общепринятых обозначений. 
Кроме того, введем дополнительные обозначения. Через А(},&,.5) обозначают 


множество повторяющихся значений функции (5) на множестве 5, 


а= }(<“), п М, для которой последовательность ее, точек множества 5, 
Пт <“ =&, удовлетворяет условию & Ее /’. Орицикл /(&) называют орицикли- 
по 


ческим направлением Жюлиа для функции (<), если для любого орицикличе- 


ского угла ОД(&) ‚ содержащего орицикл /4(&) множество К(Ё,&,ОД(Е)) по- 
крывает все множество А, за возможным исключением не более двух значе- 
ний.Точка & Е/` называется орициклической точкой Жюлиа для функции 


Г(<), если каждый орицикл /(&) является орициклическим направлением 
Жюлиа функции /(5). Множество всех орициклических точек Жюлиа обозна- 
чим через /(Ё). Орицикл 4(&) назовем уточненным орициклическим направ- 
лением Жюлиа для функции (<), если для орицикла /(&) множество 
КСГ,&, \(2)) покрывает все множество К, за возможным исключением не бо- 
лее двух значений. Точку & Е/` назовем уточненной орициклической точкой 
Жюлиа функции }(<) и отнесем к подмножеству /”(Г) множества /(), если 
для любого орицикла /(&), множество Ю(},&, Л(&)) покрывает К, за воз- 


можным исключением двух значений. Орицикл /1(&) назовем обобщенным 
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орициклическим направлением Жюлиа для функции }(<), если для любого 
орициклического угла ОЛ(&), содержащего орицикл /(&), множество 
КГ, &,ОД(&)) накрывает интервал (а, +00), где а =|-оо, +00) ‚ за возможным 
исключением не более двух значений. Точку & е /' назовем обобщенной ори- 
циклической точкой Жюлиа для функции |(5), если каждый орицикл /4(&) яв- 
ляется обобщенным орициклическим направлением Жюлиа функции {(5) при 
одном и том же значении а. Через Л.(Ё) обозначим множество всех обобщен- 
ных орициклических точек Жюлиа на /’. Отметим, что при а =—о0 обобщен- 


ные орикциклические точки Жюлиа совпадают с обычными орициклическими 
точками Жюлиа. Скажем, что точка & Е/` является орициклической точкой 


Плеснера для действительнозначной функции (<), если для любого угла 
ОЛ(Е) С(Е,Е,ОД(Е)) = В. Множество орициклических точек Плеснера обо- 
значим через 1(Р). Скажем, что точка & Е/` является обобщенной орицикличе- 
ской точкой Плеснера для действительнозначной функции }(<), если для лю- 
бых орициклических углов ОЛ, (&)и ОД,(&) предельные множества 
С(Г,&, ОД, ()). С(Ё,&,ОД,(&)) совпадают, и для любого угла ОД($&) 
СЁ, &,ОД()) = [4, +5] ‚ где а =|-<0, +55). Множество обобщенных орицик- 
лических точек Плеснера обозначим через Г.(}). Для дальнейшего приведем 


одно известное утверждение. 

Теорема А. Если у непрерывной в Р действительнозначной функции 
Т(<) множество СС},&,5) для связного множества 5 в О не вырождается в 
единственную точку, то Ю(},&,5) >ШЕС(Х, &, 5), где символ ШЁ А обознача- 
ет множество всех внутренних точек множества А. 

Из теоремы А вытекает, в частности, что если у непрерывной функции 
(<), определенной в Д, некоторое предельное множество С({,,ОЛ(&)) = В 
для связного множества ОЛ(&), то Ю(},&,ОД(&)) = В. Последнее замечание 
позволяет изучить множество /(}) точек Жюлиа непрерывной действительно- 
значной функции }(<). 

Следствие. Для произвольной непрерывной действительнозначной функ- 
ции (<) справедливо свойство [(}Ё)= (Г), причем в каждой точке 


& ЕЛ(У) выполняется соотношение Ю(},&,ОЛ(&)) = К для всех орицикличе- 


ских углов ОЛ(&). 


Рассмотрим следующее более общее утверждение. 
Теорема 1. Для произвольной действительнозначной непрерывной функ- 


ции (<) справедливо равенство [.(})=.Л.(ГР), причем в каждой точке 
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ЕЕУЛ.( Г) множество Ю(},&,ОЛ(2)) накрывает интервал (а,-50) для любых 
орициклических углов О.4(@) , где а =|- 0, +05). 

Доказательство теоремы 1. Пусть & Е/Г.(}Ё). В силу утверждения теоре- 
мы А, так как предельное множество С(},&,ОЛ(&)) непрерывной функции 


(<) для любого угла ОЛ(&) не вырождается в точку, то 


К(Т,5,ОД()), >иЕС(р, 5, ОА(©)) (1, 


где символ ШЕС(},&,ОЛ(&)) обозначает множество всех внутренних точек 
множества СС}, &,ОД(&)) и ССД, &,ОД(&)) =, +03]. Отсюда следует, что 
множество А(/,&,ОЛ(&)) накрывает интервал (а, +°°) для любого орицикли- 
ческого угла ОЛ(&), где а =|- 0, +5) и, значит, & Е/.(). Следовательно, 
1.(р) < .(Р). Пусть & ЕЛ.(Г). Тогда для любого орициклического угла 
ОЛ(&) множество Ю(},&,ОЛ(&)) накрывает интервал (а, +0) при некотором 
значении а =|-о0, +05}, за возможным исключением, двух значений. Хорошо 
известно (см., например, [1]), что если множество 5 связное в О, то предельное 
множество С(],&,5) для любой непрерывной функции }(<) является связным 
замкнутым множеством на К. Поэтому отсюда и из соотношения (1) следует, 
что для любого угла ОЛ(&) С(Ё,&,ОД(&)) =[а, +5] , где а =|- 0, +05). Сле- 
довательно, & Е/.(}) и утверждение теоремы 1 доказано. 

Теорема 2. Пусть / (<) — произвольная непрерывная функция класса 3 и 


орицикл (&) является уточненным направлением Жюлиа. Тогда 


Доказательство теоремы 2. Действительно, из определения уточненного 
направления Жюлиа следует, что множество АСД, &, Л(&)) совпадает с К, за 
возможным исключением не более двух значений. В силу замкнутости и связно- 
сти множества С(},&,Л(&)), а также из утверждения теоремы А следует, что 


ССР, Е, Л(&))= В, (2) 


и утверждение теоремы 2 доказано. 

Рассмотрим еще одну теорему о граничном поведении непрерывных дей- 
ствительнозначных функций. 

Теорема 3. Пусть (<) — произвольная непрерывная действительнознач- 


ная функцияв Д и & -— любая точка на Г. Для того, чтобы функция /(<) име- 


ла в точке ё орициклический предел, необходимо и достаточно существование 
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в любом интервале (а, Ь) ‚где азриа,Б ЕЮ ‚ по крайней мере, одной точки 
с, не принадлежащей (Г, &, ОА(&)) для любого угла ОД(&). 
Доказательство теоремы 3. Необходимость непосредственно следует из то- 
го, что предельное множество ^(}, &,ОЛ(&)) содержится в предельном множестве 
ССР, &,ОД(“)), и предельное множество Ю(},&,ОЛ(&)) >иЕС(Ё,&,ОЛ(с}) 
состоит из одной точки. Для доказательства достаточности допустим противное, 
т.е. существует некоторый орициклический угол ОД(&), для которого предель- 
ное множество С(},&,ОЛ(&)) не состоит из одной точки. Тогда, в силу непре- 
рывности функции (<) и связности угла С(},&,ОЛД(&)), множество 


ССР, <, ОД(Е)) =[а,6], где а,Б ЕЁ. Согласно утверждению теоремы А 


К(р,&,ОД(&)) >иЕС(р,&,ОЛ(С}, и, значит, К(},&,ОЛ(&)) 5 (а, Ь), что проти- 
воречит предположению. Теорема 3 доказана. 
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АВЗТКАСТ 

ш Ше Нате оРап арргоасВ ю шЮгтайоп пиезтайоп ап ехепЫе сапошса1 
поде], умсь 15 Базе оп Фе азебгас тоде| оЁ ап а4уапсеа ХМГЕ, джа 
тоде!|, 15 стеае4. А рипстре оЁ Кегпе| ехеп$1оп оЁ сапошса| тоде] 15 рго- 
розе4. [п от4ег ю стеме Ше азиНаЫе даа тоде таррае Гог Веегосепеои$ 
абаБазез ищесотаноп, сопсерЕ оЁ даа под] Ваз Бееп огта|7е4 Ъу теапз оЁ 
Фе АММ (Аббас МасЬше МоаНноп) югта|$т. Мате]у, ме оНег огтаП- 
7таноп рипсфр!ез оЁ Ъаз1с ап сотр!ех сопсер оЁ ааа тоде. ТВезе соп- 
сер Вауе Бееп югта|П7еа Бу теапз оР АММ ‘уре зубет ап АММ та- 
сыше сопезропатяу. Еог еасВ зоигсе под \е сгеае а теуетз Ле таррше 
ш® ап ехепз1оп оЁ Фе сапошса| тоде]. Тве В-есвпо]оэу 1$ изе4 ю ргоуе 
Фа Фе АММ зетапйс$ оЁ Ше зоигсе тод@ тергезеп а гейпетепЕ оЁ фе 
АММ 5етапбс$ оЁ Фе ежепае4 сапошса! то4е]. Негебу, Ше сотгестез$ оЁ 
паррп® ап4 Ше аБШиу ю изе ежепае4 сапошса] плоде! ог гергезепавоп 
фе зоигсе то4е] зсветлаз аге ргоуеа. АММ-тасБтез ог Ше сапошса] апа 
т@анопа! Чаба то4е]$ ап4 теаНопа! теНпетепе оЁ Фе сапошса| то4е! Вауе 
Бееп сгеае4. 


1. те`одисбоп 


Тре апп оЁ фе шЕогтайоп имезгайоп 1$ © и5е о ог тоге ЧдайаБазез (Чака 
зопгсез) ш Ше Нате оЁа 1агое даёаБазе, розу упаа1, сощашите шРогтаноп Нот 
а| зоигсез, зо фе даа сап Бе ацепе4 аз а ипи. Тиз, а даа пщезтайоп зузет Во 
рго\1Ае Ше изег \И а ишйед \е\у, саПе4 »1оБа| зсВета, оЁ а зе оЁ Бёегорепеоц$ 
Дафа зоигсез. Ргоет$ оЁ шогтаНоп пщезтайоп ева! \уеге 41зсиззе4 ш Шегате, 
Гог ехатр/е 11 [7, 23]. ТВеге аге {\/о арргоасВе$ Гог В&егосепеой$ Чаёа зоигсез пие- 
отаноп: СЛоБа|-аз-ме\ (САУ) апа Г.оса|-аз-ме\и (ГАУ). Ассогатсе {о САУ [6, 16] 
а <1офа| зсВетла 1$ 4еЯпе4 аз а ме\/ оуег Ше Даа зоигсез, уе ГАУ [6, 16] аззитез 
аЕ даба зоигсез аге дейпе4 а$ а у1е\у оуег Ше 21оБа| зсВета. САУ арргоасВ Ваз 
БеНег ацегу ргосеззте сарабШ@е$ Фап ГАУ БаЕ ГАУ Баз Бейег ежмептз у ШФап 
САУ. То сотЬше адуатазез оЁ Фе тепнопе4 {есЬаче$ а пихе4 арргоасВ, саПеа 
ОГАУ, 1$ сопз14егеЯ т [4]. ТВеге 1$ а сецала 1есбилаче Гог сотрШип а СГАУ зу3- 
{ет шю ап едуаеп( САУ опе [3]. 
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'ТБе Феогейса! Ба51$ оЁ ойг арргоасВ {ю шРоптаноп 1ищезтайоп аге Фе ууогКз оЁ 
Фе ЗУМТНЕЗ[$ отоир (ТРТКА5) [9-11], св аге р1опеегз ш Фе агеа оЁ азиНаЫе 
аа то4е! таррз Гог Веегозепеой$ даёаБазез ицесганоп. ш [11] Фе Базе дейт- 
Поп ОЕ едшуаепсе оЁ дааБазе з(аез, АабаБазе зэсцета$ ап4 Чаёа то4е]з \уеге шёго- 
исе4 то ргезегуе орегаНопз ап шогтайоп \РПе сопзгиасйпе оЁ тарр!пз$ оЁ уаг1- 
ои$ Веегосепеоц$ зигисвитей аа по4е]$ шо Фе сапошса| опе. Ассог4те о 1$ 
арргоасВ, еасН ава то4е| \аз аеНпеа Бу зущах апа зетапис$ оЁ {\о |апоцазез, 1.е. 
Чаёа дей! оп 1апгчазе (ООГ.) апа ааа тапршаноп 1апгчазе (ОМГ). ТЬе тат 
рипсре оЁ таррше оЁ ап агбйгагу гезоигсе ааа то4е! ш®ю Ше (агоей опе (Ше са- 
пошса[ по4е]) соц] А Ъе геасВе4 ипаег Фе сопд1оп, фа Фе Фастат оЁ ОПТ, (5сВе- 
таз) таррше ап4 Фе Частат оЁ ОМГ  (орегаюг$) таррипс аге сотищануе. Ш еаг- 
[у \огКз$, юЮ ргоуе а сотищайуйу оЁ Фе Фазтат$ фе 4епо{айопа| зетапис$ \еге 
ие аз а гоппа|зшт (теато@е]) [11]. Гайег, аз Ююглайзт фе АММ [1] \маз$ изед 
шУеа4 оЁ Фе депо{айопа|! зетапис$. шуеа оЁ еашуаепсе оЁ гезресйуе зресЙса- 
оп$,  Бесате розз1Ые тю геазоп оп фен: гейпетепе [12]. [ 1$ зааа фа фе тасбше 
Мь 1$ геЙпех тасшпе М, отщу Е Мь 1$ а гер!асетеп ог М, ш аП роззЫе $1- 
цайоп$ Мл 15 дейпед. Ты 4оез по{ Бо\еуег пса Шаё М» 15$ © Бе едшуаепе 
ю М).. В-есрпоюозу юг АММ ргоу14ез 1ю015 Гог сопдисипФ то4е!| тарр5$ 
сошиииайуйу \ИП ргооЁ зеп-ащотайсаПу. [ 1$ аззите Фаё Фе сапошса| 
тоде! зВоша Бе ежепз!е. А Кегпе| оЁ Фе сапошса|! то4е! 15 Нхед. Рог еасВ зре- 
сс шЕЮгтайоп тоде| М оЁ Фе епугоптепе ап ежепз1оп оЁ Фе Кегпе] 15 ае- 
Попе ахлотайсаПу 50 {Баё 15 ежеп$1оп (осефег у Ще Кегпе] 15 геЙпеа Бу М. 
ЗисВ гейшия фапзРогтайноп оЁ то4е!$ звоч]4 Бе ргоуаЫу соггесе. ТВе сапотса1 
тоде! ог Фе епутоптепе 1$ зупез17е4 аз Фе ип1оп оЁ ежепз1оп$, сопзгасе4 
Гог то4де!5 М оЁ Ше епупоптеги. Те гезоигсе зсВета гейпез Фе сапошса! п1о4- 
е! зсВета. ТБе гейпетепе оЁ Фе зсВета таррше 1$ югтаПу сВескед. ш Ше 
Нате оЁ Фе сопз14егед Гопта|зт 15$ оНегед сопзегасЕ: 

® Му (зоигсе тодеГ) шю ап ехепз1юп М, (агое{ то4е!) тарршс; 

* АММ зетапйс$ оЁ Му; 

* АММ зетапис$ оЁ Фе ежепаеа М, . 

Тре В-есЬпо]оэу 15 аррПе4 0 ргооЁ Фаё М; 15 а гейпетепе оЁ Фе ежеп- 
яоп оР М,. Тре арргоасВ 1$ зарроце4а Бу зепи-ал(отайс {001$ [14] ап изе@ Гог 
тоде! ипсайоп ап СГАУ-Базе4 забуесе теФайоп оЁ Веегорепеоц$ Чзитщеа 
шЮюгтайоп гезочгсез [2, 13]. ш фе Нате оЁ Фе ргорозе4 оплат а за Бес теФа- 
Поп арргоасВ 15 сопз14егед, Гог ш$апсе, ш [2, 13]. Еог шогтайоп ищезгайоп а са- 
пошса! по4е! 1$ шего4дисед. Тре Кегпе| оЁ 11$ тоде! 1$ а Вубма обес-опеп- 
(е4/бгате-Базе4 1шРогтайоп по4е!. Мефо4 апа {юо015 ог зетапис тарршх оЁ Фе 
Кегпе! шю Фе АММ аге рго\1аеа [22]. Еог апу зоигсе то4е! а тарршя ш® ап ех- 
(еп510п ОЁ Ше сапошса! то4е] 15 дейпед. ТВе зоигсе зсвета гейпез фе сапошса! 
тоде! зсБегла. ТВе геЙпетепе оЁ Фе зсвета тарр!пе 1$ юптаПу сВесКеч4. 

Ш [21, 20] аз ш рарегз [2, 13, 15] ме ЮюПо\у Фе арргоасН рго\14деа Бу 5УМ- 
ТНЕЗГ$ этоир ап4 шиодисе ап ежепз$!е сапопса| тоде! ог огтайоп ищеота- 
Поп, Бауше Фе а|зебга1с плоде! оЁ ап адуапсед ХМГ, даа то4е] (ХМГ  аррИсаНоп) 
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[17] аз Кегпе!. Ошг сВосе оЁ изше ХМГ, даа тоде аз а тоде| Гог шюогтайоп пие- 
этайоп 15 ехрашеа Бу Фе розз пу оЁ тодеПпз рипс1ра! сопсер$ оЁ сопуепиопа1 
Дафа по4е|з ап4 зепзгасеагед Чаёа Бу теап$ о ХМГ, @“етепе дтесНу. ш сазе оЁ 
оБес-опегие4 то4е! Феге аге гее рипс1ра| сопсер: Фе с]азз (ог Из ежеп®, Ше 
ге]аноп$р ап фе тефод. ГлКемзе, Фе оБуесс-те]айопа| то4е] Ваз мо зипИаг 
сопсерб: Ше айиЬще гуре (\ысВ шс1а4ез с1аз5ез) ап4 ге]айоп. Оп ХМГ даа тоде! 
1еуе| \е сап Ыеп4 Шезе сопсер, тис аз гейайопа| по4е! Ыеп4$ епи(у зе апа 
ге]айоп$01рз. Но\еуег, ве тоНнуаНоп Гог Ше Мепшх арреаг$ +0 Бе (ИНегепе т еасВ 
сазе. \ Ве Ше геайопа| то4е| о\ез зоте оф 165 зиссез$ 10 Ше Гасё { ГасПцаез$ Ше 
еРИслеп( ппр|етеганоп, пфегезЕ ш фе ХМГ, дааа то! 15 тонузже4 ргитаг!у Бу 16$ 
ПехжЬ!Пцу. ТБе геазопте сопз14еге4 абоуе ГаПу сошс14ез зип Ше апа1ю2ои$ геазоп- 
ше Юг 5епизгасйге4 аа то4е! ргорозе4 11 [5] аз ап шогтайоп 1щезтайоп то4е]. 

Ассогаше тю опг арргоасВ №0 шогтайоп пиестаНоп, ог апу зойгсе то4е| а 
геуегз1 Бе тарр!п® ш® ап ежепз1оп оЁ Фе сапошса! по4е| 15 дейпеа. Тре Баз1с 
ГогпаНзт Гог Фе сопзгасвоп оЁ а тефахог 15 фе АММ. Раёа то4е!5 ап4 тарр!25 
Кот опе то4е] {0 апоег аге гергеземе п АММ Бу теап$ оЁ сотезропат? зрес1- 
Псайопз. Еиг$Е оЁ аЦ Фе Кегпе] оЁ фе сапошса| плоде! 15 Нхеа, гергезепип® фе АММ 
зетапНс$ Рог Ше {агоеЕ то4е]. АММ зетапйс$ ап ех{еп$1оп оЁ сапошса! тоде! Бу 
зресс сопсер оЁ Ше зоигсе то@е] (ев ппроз$$1Ые 1ю то4е| оп Ше 1еуе] оЁ аг- 
се то4е]) аге сопзгисе4 Гог агЬигагу даёа то4е| оЁ паерепаепЕ шогтайоп зоигсе, 
ш огаег © пиестае и шю а уша| даёаБазе. ТБе В-есрпо]оэу 1$ изе4 тю ргоуе Фа 
Фе АММ зетапйсз оЁ Ше зопгсе тоде! гергезеп$ а гейпетепЕ оЁ Фе АММ зетап- 
Ис орежепде4 сапошса| то4е!. Негебу Ше соггестез5 оЁ тарршз апа фе аш ю 
изе ежепде4 сапошса! плоде! Рог гергезещайоп оЁ зсВетаз оЁ Фе зоигсе тоде| аге 
ргоуе4. ш опг сазе 15 оНеге4 сопзгасЕ: 

* АММ зетапис$ оЁ ХОМ (опсе); 

* АММ зетапйс$ оЁ М 

П 15 пиронапе Фа же еззепнаПу гедисе фе питБег оЁ тарршз$. ТЬе 415@п- 
2и15$Ыто Геабаге оЁ опг арргоасй 1$ ШФаё \е реогт уейИсаНоп оР таррше оп Ше 
1еуе] оЁ даа то4е!з (Биё поё оп Фе 1еуе] оЁ зсВетаз). Зиср арргоась 15 ехр!атед Бу 
Фе Гас Фа Фе зопгсе то4е! 15 а гейпетепе оЁ ‘1агоей то4е| Шеп Гог еасВ соггес 
зсВета оЁ Фе зоигсе по4е| Шеге ех155 ап едшуаепе соггесе света ш Фе {агое 
тоде!. ТЬа$, оиг арргоасВ №0 шЮюгтаНоп пиестаНоп 1$ деуеюорше КибБег Фе ар- 
ргоасВ ргеземе4 ш [12]. ТЬе Кегпе! ехепяюоп рипсар!е ап зёгасвига] азрес$ оЁ 
таррш? Нот зоигсе то4е] 110 сапошса! то4е! ш деа! аге сопз14егеа 1 [21, 20]. 
Те 1абег \аз героце4 аё фе ицегпанопа| Еиг5ё УУотК5Вор оп Ргозтатилте Ще $е- 
тапис У\еБ (Ргосеедт?5 \Ш Бе рибПзВеа Бу Зрипеег). Ц \а$ гесозт7е4 аз опе оЁ 
фе Безё \уотК$ оЁ Фе могК$Вор, Уаз гесогае4 апа расе а Фе разе оЁ Фе \уотК$Вор 
оп у1Аео]есагез пе аз а у14ео 1есеаге. ш {15 рарег \е зВаП соп$14ег Фе Берау1ога1 
апа згасфига| 1354е$ оЁ таррше Нот зоигсе то4е! шю сапошса! тоде|. Те БеВа- 
у1ога| 153щез 1$ заррозе фай орегайоп$ оЁ Му звошШ@ гейпе Фе ореганопз$ М. Еог 
01$ ригрозе Бу теапз$ оЕ АММ \е оЙег ю ГогтаП7е ОМЕ, оЁ Фезе тоде[$ оп Ше 
1еуе! оЁ а]гебга. ш Ше сощехЕ оЁ згасвага! таррише, №0 сгеже Фе лазиНае даёа 
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то4е! тарршз Гог Беегосепеои$ ЧабаБазез имезотайоп, сопсерё оЁ даёа то4е! Ваз 
Бееп Гогта|теа Бу теапз о фе АММ ГюгтаПзт. Матеёу, уе оЁег югтаП7аНоп 
рипс!рез оЁ Баз1с ап сотр ех сопсер оЁ даа тоде|. ТВезе сопсер5 Бауе Бееп 
Гогта|7е4 Бу теапз$ оЁ АММ Туре зумет апа АММ шасбше сотезропатяу. 
АММ-тасышез Гог Фе сапотса] ап4 гайопа! даёа по4е]$ ап ге]айопа] гейпетет{ 
оЁ Ше сапошса[ то4е| Бауе Бееп сгеаеа. 'ТБиз, ш Фе Нате оЁ 1$ рарег 1$ ргорозеа 
Фе Рапфег деуеортепе фе арргоасВ ю шРоппаНоп пиестаНоп ргезещеЯ ш \/отК$ 
[21, 20]. ЕтаПу, очг арргоасВ 1ю шюогтайноп пщеотанопй АММ юппаНзт Ваз а 
доцЫе аррИсаНоп. Ешзё оЁ аП 1$ КогтаНзт \е изе ю ргооЁ соггесте$$ оЁ таррш® 
Нот зойгсе то4де] шю сапошса| тоде]. Зесопа, Базе оп Фе АММ-тасЫше$ оЁ 
зоигсе ап сапошса! по4е!5 ап гейпетеп-тасЬте оЁ сапошса| по4е! уе зВоуа 
сепегае сапошса| зсВетаз. 

Те рарег 1$ огоап1те4 аз №ЮПо\з: Ап оуегуе\у оЁ Ме АММ апа ежепзе Да- 
{а тоде| 15 сопз14еге ш Зесйоп 2. ТБе рипстре оЁ Кегпе]| ежепз1оп 15$ шиодасед т 
бесйоп 3. Еогтайтаноп рипс1р[ез оЁ аа по4е!$ ш АММ аге ргорозе4 т Зесйоп 4. 
Тре сопсаз1оп 1$ ргоу1Ае ш Зесйоп 5. 


2. Ргешитане$ 


2.1 ХОМ: Ап ХМЕ Раа Моде! 
ХОМ 15 а гезиЕ оЁ ап ежепз1оп оЁ фе ХМГ, даа тоде| зетапйс$ ю зиррой 
Фе ОВ сопсере. Мате]у, Ве сопз14егеа ХМГ, даа то4е] 15 ап ехеп$1оп оЁ Ше соп- 
уепНопа1 ХМГ, ааа то4е! Бу теапз оЁ Ше аррИсаНуе зущах ап зетапис$ \Р1сЬ 
забзапнаПу шсгеазез Ше ехргезяуепез$ оЁ ше ХМГ, даа тоде|. ш 1$ тоде| Баз1с 
ап4 сотроипа обес аге сопз14егеа. Ехатр]ез оЁ Баз1с обес аге пщезегз, 5115$, 
уапае$ оЁ Ч@егепе ог, зупбо[$ (Рог ш%апсе, гезегуе4 \ог4$). ТВе сотроипа 
оБ]ес5 аге 4ейпе4 т {егил$ оЁ ртамв апа аррйсаноп т 4-са]сша$ [8]. ТБе буре 5уз- 
{ет 1$ Би Нот а Баз1$ оЁ турез {та аге дейпеа Бу Фетзе]уе$ ап сецат гесигяуе 
пез, уБегебу Ше сотроипа {уре$ аге Бай гот зиир/ег бурез. ТБе Баз1$ соп$15$ оЁ 
фе сопуепйопа| аюпис бурез (Гог ехатр/е, пцевег, 5тию, Боеап, ес.). \Уе изе Ше 
ГоПо\лие Гуре сопзгастогз Гог Ба те сотроипа ‘урез: 
. Аиприноп. Ш у 15 а Баяс обес уапа е апа 1 1$ а буре обес Феп 
айгфибоп (у, гуре 1) 15 айуреа обес. [ депое$ а уапаЫе ми (уре 1. 
* АБзтаспоп. Ш у 1за Баяс оБ]есё уапае ап@ 1, А аге фуреа обес, Феп 
Ыпашо (1атраа, а-Юибоп (у, гуре 1), А) 1$ айуреа оБесе. 
* Аррйсаноп. Г Е ап4 А аге 1уреа обес, Феп аррИсайоп (/’, А) 18 а (уреа 
оБесе. 
. ГипсНоп 5расе. И Е ап4 и аге фуред обес, ап у 15 а Бас обес 
уапае, еп Ыш@те (РУТуре, айтфийоп (у, гуре 1) и) 1; буреа обес. 
Г гергезептз Фе буре оЁ псНоп$ тарршх ап агоитепе у оЁ буре {© а 
гези{ оЁ буре и. 
Ат аррИсайуе зущах ап4 зетаписз заб ${апйаПу шсгеазез Фе ехргезяуе- 
пез$ оЁ Фе ХМГ, даа тодае]. Рог 1$ даа то4е] а дес]агайуе даегу |апоцазе (ее- 
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тет оао, 15 аеуеюореа [17]. \Уе сап сотЫте Фе розу оЁ Ше аррПсайуе 
ргогтатите уив @етепЕ са|са[лз {0 олуе уегу сотр]ех пиезтйу сопутати; оп Фе 
1офа1 зсВета 1еуе]. ТВе песеззИу 1ю слуе зисВ пщестйу сопзга$ 1$ аг1зе4 аз Ше 
Ча{а аЁ Фе зоигсез тау поё зай5ЁКу Ше сопзгашз оЁ фе =1оба| зсВета. Те соп$1- 
Деге4 арргоась оЁ сопзиисип» АММ зетапйс$ юг Фе а|еебга1с тоде| оЁ ХОМ 1$ 
Базе оп Фе юПо\ше аейшопз [18, 19]: 


Рени оп 1 Ме 5ау Шаг 5 #5 а 5сйета, {5 = (пате, пуре’, [у ог 5 = (пате, 
1уреОр($, ‚, 5» ..., 5), Е), апа 5; 15 а эсйета?, уйеге 1уреОр Е {5едиепсе, сйолсе, 
а1}*, ЕЕ {2, *, +, 1}, 13<и. 


Рейшиоп 2 Тйе е@етеи! 5 оф5сйета 5 15 а Дпйе соПеспоп офтарртв85 
5 > дотат(ЙтСотр(5))хаотат(5есопаСотр(5)); 
И 5есоп4Сотр(5) = 1уреОр($\ ‚ 5. , ....5„) Шеп йе юПомлтз сопягати зпошА Бе по 


югаПее 5: е[51 ] Е аотат($1) 1<#<п. 


Тре }и${Сотр, зесопаСотр, дотат Рапсйоп$ Вауе ап оБу1юи$ зетапИс$ шт Фе рге- 
у1ои5 аейшвоп. Мойсе фа 


аотат(5есоп4Сотр($)) = (И 5есоп4аСотр($) = аюпистуре Шеп уа$еКаотистуре) 
е1зе ‹/"4отат($)) 


Рейш оп 3 [е1 К ап4 О Бе @етепв эспетаз. \е 5ау пай В апа О аге ятйа!®, 
5есопаСотр(К) = аюписуре1, зесопаСотр(О) = аюписуре2, апа аюотистуре1 = 
аопистуре?, ог 5есопаСотр(К) = пуреОр(Кь К»,.., ВЮ), зесоп4аСотр(О) = 


1уреОр(О! } О» в О, ), апа В, О; атге 5итИак 1+31<и. 
Рейшиоп 4 Ге! К апа О Бе еетепих зсйетаз. \е 5ау ШаЕ К 15 зибусйета орО (К © 


О), Пг Сотр(К) = пате1, 5есопаС отр(К) = аютисгуре1, пт Сотр(О) = пате2, 
5есопаСотр(О) = аоптистуре2, апа пате! = пате2, иотистуре! = аюписре2, ог 
Гия Сотр(К) = пате1, 5есопаСотр(К) = туреОр(К, ‚ К, ..., К»), ГиясС отр(О) = 


пате2, 5есопаСотр(О) = гуреОр(О, й о, а О), апа пате! = пате2, апа УтЕ 


' Тре деаЙеа азсиззюп оЁ ше Чпегу 1апопасе оЁ фе те1агог 1$ Беуопа Ше 'юргс оЁ 11$ рарег. 

2 Аюпис Суре ог №псйоп буре. 

3 Тве а и(ез аге поё соп$еге ог зпарНсиу. 

у зеачепсе, спо1се, а] Вауе зппПаг зетапис$ аз ш ХМЕ ЗсВета. 
?, *, + Бауе зпаПаг зетапис$ аз ш ХМГ, а 1 ЮПо\ше ап об]ес{ теапз$ а Фе оБесЕ тау 
оссиг ехасЙу опе Чте. 


° Ты 15 ап апа1ое сопсер! юг Ше итоп сотрай Ииу оЁ Фе ге]айопа| а1еЪга. 
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[1, Я ЭлЕ [1, т па Ю © Оу. 


Рейш#юоп 5 [её г апа 4 Бе @ететз уий В апа О хптйаг 5спета5 соггезропатя у’. 
Ге? из 5ау па! г апа д аге едиа|, Ё5есоп4АСотр(К) = зесопаСотр(О) = аотисуре, 
ап4 сошепКт) = сошепКа), ог зесоп4Сотр(ЁК) = 1уреОр(К, ‚, К» ..., К»), 
5есоп4аСотр(О) = туреОр(О , О» ..., О„): 

а) гуреОр = 5едиепсе, И Е [1, п] Пг С отр(К;) = ИгяС отр(О;), апа г; апа д; аге 
едиа ететх \ИЙ ятйаг 5сйета5 Ку апа От соггехропат у; 

Ь) ГуреОр = аЦ, И ЕП, п] 3] Е [1, п] ду Сотр(К,) = Ат Сотр(О)), апа г; апа 4; 
аге едиа! @етепт1; ий ятиИаг усйетаз КТ апа О} соттезропатя у; 

с) гуреОр = спосе, Шеге 15 а ипщие 1 Е [1, п] зисй Ша! ше юЦПоуливз йо14$ юг оте 
итцие ] Е [1, п]: Ат Сотр(К.) = Дт Сотр(О, ), апА г; апа 4; аге еди@ ештеп15 ий 
5птИаг 5спетаз К; апа О; соттезропат8 1. 


Еетеп! А1веьга. 'ТБе зетапис$ оЁ ореганоп$ оЁ фе г@айопа!| а|оеБта 15 гедеНпе4 {о 41- 
гесЙу арр/у Ше %апдага а]гебга1с ореганоп$ 0 хт-е@етеп!5. Ге аз дейпе сопсаепа- 
боп ОЁг=< пате’, г, г, ..., Г, > апд 4 = < патед, 4» 4»... ‚ 4» > @етепб аз ЮПо\з: 


г|а=</| 4, г» Г.» +.» Гр Чр» 95»--- › Чт” 


Веюо\ 15 сопз14еге4 а БлеЁ дезсириоп оЁ Баз1с орегайопз оЁ @етепи а|зебга. 
5е1-Шеотейс орегапопу. т дейтиоп оЁ зе-Феогейс орегайоп$ итоп, ииегзесйоп 
апа ЧНегепсе и 1$ аззате4 {фай зсВета$ оЁ орегап4$ аге зип!Паг. Глеё г апа а Бе ее- 
плеп(з УИ В апа О зипПаг зсВетаз сотезропате1у*. Тве итюоп, ииегзесной апа 
ЧНегепсе оЁт ап4 д @етеп($ аге Ще е]етеп$ Аейпе4 аз ГоПо\з: 


Г а=< гу а, (|1ЕГУТЕа) > 
ГП Ч=<гП 4, (1ЕГЛЕЕа) > 
ЧЕ ееа ЕТ ЛЕЕ/ 4 > 


Саптеяат Ргодис!. Гей г апа а Бе Фе @етеп$ уу К апа О зсВетаз сотезропайп®- 
[у. ТБе Сацезап ргоЧисЕ оЁ гапа 4 @етеп$ 15 ап @етеп( деЙпе4 аз РоПо\з: 


гхХа=<гх а, (| |5 1ЕГЛБЕа) > 


7 \\ипоце 1035 оЁ сепегаШу (1$ аззитеа {пае ап е]етепе зсКетла 15 а рат оЁ Фе ЮПо\мше буре 
<пате, Фуре>. 


$ \е м изе { ) ю з1епШу а тазеь { } ю депо а зе, увИе [] зутоНте$ а 1196. 
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5еесноп. [её г Бе ап е]етепё уу зсВета К, ап4 Р Бе а ргесае. ТВе гезай оЁ орег- 
айоп оЁ з@есНоп Нот г Бу Р 1$ ап @етегЕ аейпеа аз гоПо\з: 


бъ (г) =< дь (т), (ЕГЛР®)> 


РгоесНоп. Ге тг Ъе ап е]етепе мл света К ап4 л,(г) Бе а рго]есйоп орегайоп, 


уПеге Г, 15 а 154 оЕ метет. Рог зпар|сиу 1е1 и$ аззите Г, = [А, Е -> 7, Х-> У] (А, 


ХЕ К), Шеп Фе гези оЁ Ше ргоесйоп орегайоп 1$ ап @етепе дейпеа аз гоПо\з: 


п, (г) =< п, (г), ( < пате, (ЦА] |2) | НУ > ЕГЛ У=Хл 7 :=Е) > 


Рирйсие Ейттаноп. Ге г Бе ап еетепЕ ив К зсБета. ТБе гезий оЁРа дирПсае 
ейплтайоп орегаНоп 15 ап @етепе деЁпеа аз гоПо\з: 


9(к) =< 9(0), {ИЕЕ г} > 


Машта! Лот5. Гей г апа а Бе е]етеп5 ИВ К ап4 О зсВета$ соггезропат у, засв 
Фа К 4 Оап9 О Я КапаК п О =. ТВе павга1 ош оЁ г апа а @етепи$ 1 ап 


еетеп( 4еНпе4 аз ГоПо\з: 
пРма=< грч а, # || [2] ПЕГЛ5ЕЗЧЛИЫ=5 › >, \Веге [=В п О, 
Е=О-Г 


Треа Лот5. [её г апа а Бе @етеп$ \иВ К апа О зсБетаз соггезроп4т?1у апа Р Ъе 
а рге@сае. 'ТБе фе от оЁ г апа 4 е!етепи$ 1$ ап е]етеп! аеЙпе4 аз гоПо\з: 


г РМра = <гРьа, (1$ ЕГЛ ЗЕаЛ РС] 5) ) > 


Риляоп. Ге г апа 4 Бе @етеп($ УИ К апа О зспета$ соггезропате1у, О СК, апа 


.=К- О. Тье гезий оё г ату1ае Бу 4 орегаНоп 1$ ап е!етеп( дейпед аз оЦо\з: 


г-а=<г- 4, ЗНИЕ ГЛ (У5Е а |5 Е ПБ} > 


Стоиртв. [её г Бе ап е]етепЕ \иВ зсВета К ап4 у,(г) Бе а этоирше орегайоп, 
уПеге Г, 1$ а 15 оЕ метет. Еог зпарИсиу 1её из аззите Г. = [А, }(В) > С] (А, ВЕ 
К, ГЕ {тт, тах, хит, соит, ауегаве }), еп Ве гезай оЁ Фе отоирше орегаНоп 1$ ап 
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еетеп( 4еНпе4 аз №оПо\з: 


7 (®) =< (7), {ИА] |5: Е гл 5=< С, (тв (л-иал(Г))) >} > 


Мойсе Фа ог аоебга шса4ез Ше сопуепйопа| азотегайоп Рапсйоп$ аз 
\еП. Моге аеа| Аезсириоп оЁ орегаНопз оЁ еетепе а1оебга сап Бе юпа ш 
[18, 19]. ЕтаПу, оиг а|зеБта 1$ с10зе4 \ИБ тезрес {0 Ше еетепе [18, 19]. 


2.2 АММ: А Гогтаапопазе 0Ё зрес сай оп 


АММ 13 а $ае-опеще4 Гогта|зт Гог зоЁ\аге аеуеортепё %ШсВ соп$19(5 оЁ 
Фе ЮЮПоули$ побайоп$: Фе 1оз1са| побайоп, Фе Баз1с зеё поайоп, Фе гайопа! поа- 
Поп, фе тафетайса! оБ]есе поайоп, ап Ше сепегаПтеа заб5иайоп поайоп. ш Фе 
Нате ор АММ зрессаНоп$, тгеЙпетеп{$ ап пар|ететайоп$ аге ргезеще4 аз аБ- 
угас тпасбтез. АММ аПо\з ю 4ейпе а сощехе оЁ 1оБа[ сопзгаш, слуеп соп- 
зап, абзёгасЕ зе{з (Шеш ргорегиез), а 134 оЁ зе уамаез апа орегайоп$ оп Фет, 
Фе ]1а бег Баушс орйопа! ргесопв 1 опз$, рагатщегз ап гези5. Ореганоп$ оЁ абзгасЕ 
тасЬтез аге Базе оп вепегаЙзе4 зибушиНоп5 АезспЫт? Фе сопуегзюоп$ Бебуееп 
Збабез оЁ Ше зуует. ЕасВ сепега| те забзианоп 5 15 аейпе4 аз а ргедсае гапз- 
Гогтег \сВ гапзогил$ а розсоп оп А шю Ше уеаКе5Е ргесоп оп а эпагап- 
{(еез Ше ргезегуайоп оЁ В айег Ше орегайоп ехесийоп. ТВе шРогтаноп дейптя Фе 
Убабе оЁГ а тасЫше 1$ сощатей ш 1юса! узапа е5, ап зепега| сопзгаше абойё Фе 
убае оРа тасЬше сап Бе ехргеззе4 Бу а ргорозйоп саПед туапапе. ТВе Кеу сопсерЕ 
ОЕ АММ 15$ гейпетепе у мсь 15 огта|7е4а Бу теапз оЁ зо-саПе4 ргоо} оБйзапоп5. 
РшаПу, 1агэе зой\аге деуеортепи 15 зарромеа Бу изше зеуега! сотроз1 оп те- 
свап1$1щ$, 1.е. ЗЕЕ$, О5Е$, ПМСГОШЕ$, ЕХТЕМО»$. ТБеу слуе @етеп! ассез$ рг- 
УПесе$ {0 Ше ореганоп$ ог 1ю Ше 1оса| уамаЫе$ оЁ ап ежегпа! тасбте. ТБе зутах 
Гог Ше абзгасе тасЫше 1$ аз ГоПо\з: 


МАСШУАЕ Масйтересатаноп 
05Е$ МасйтеМя 

ЗЕЕ Масйте[15 

ПУСГОРЕ$ тяапижеаМасмпе[л 5 
ЕХТЕМО$ шяапижиейМасмпе[л5 
ЗЕТ бе л5Е 

СОМУТАМТ$ Сопяап Ил 
РКОРЕКТТЕУ Ргейсие 
УАКТАВГЕЕ$ Уапа Ме! ля 
ПМУАВТАМТ$ Ртефсаие 
ПМИГТАТТЗАТТОМ 5ибуиноп 
ОРЕКАТОМ$ Орегапоп!451 

ЕМО 


28 Сапотса[ то4е: ютта] зетаписх 


Вейпетепе 15 4еЁпе4 аз ЮПо\з: 


ВЕНМЕМЕМТ г 
ВКЕНМЕ$ т 

ЗЕЕ 5т 

ПУСГОРЕ$ йи 

ЗЕТУ 5 
СОМЗУТАМТ$ с 
РКОРЕБТТЕЪ Р (5, с) 
УАВТАВГЕ$ х 
МУАВТАМТ$ 7) 
ПМГГАНЗАТОМ 5 
ОРЕКАТОМ$ О,; О,; ...; О 
ЕМО 


и 


Ге 1$ с0оп$14ег Бо\и Фе Ююгта|7е тасЬше М геЁшез тасбше Мш АММ: 


КЕНМЕМЕМТ М ВЕММЕМЕМТ № 
ВЕРПМЕ$ № ВЕНПМЕ$ К 
СОМ5ТАМТ$ си СОМ5ТАМТЗ с» 
РКОРЕКТТЕ$ Ри РКОРЕКТГЕ$ Р»у 
УАКТАВГЕ$ у УАКВТАВГЕ$ и? 
1МУАВТАМТЬ /м ПМУАКТАМТЬ 1, 
ПМПТАГГЗАТОМ /ийм ПМИТАЕГЗАТЮМ /ийу» 
ОРЕКАТОМ ОРЕКАТОМ$ 
у — ор) = у — ороо) = 
РВЕР!е,м РВЕР!е, „м 
ТНЕМ Рем ТНЕМ Ре’. 
ЕМО ЕМО 
ЕМО ЕМО 


\е зау ФаЕ М гейпез МИ и Во!4$ Ше ГоПоулш? ргооЁ обгайоп$: 


* ТБеге 15 а ие зе оЁ М апа № заизРут? Фе 1пуапап$ М апа №. 
Ри ^Ру=> 3, \) *Им ^П) 


* ша таНноп М тейпез Ше илиаПтаноп М. 
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Ри ЛР» > Иптии |“(Ити, Ти) 
* Орегайоп$ М гейпез Ше орегайопз$ М. 


РуКРаА Е РР у 


Р Геор,м ^ Ре, {У} ([РеГор,м ГИм Лу! '=У)) 


3. Кегпа ежептзюоп реше ре 


ТБе сапотса| плоде! пла Бе ежепз1Ые. Те ежепз1оп оЁ фе сапошса! тоде! 
15 Юппеа Бу сопз14егайоп оЁ еасВ пе\ даа то4е! Бу а441тх пе\и зутбо[5 (сопзйтис- 
0015) © {5 РОГ, ю 4ейпе 1о21са! даа дереп4епс1е$ оЁ Фе зойгсе тоде| ш {егил$ оЁ 
Фе (агое!Е то4е| Ё песеззагу. ш ХОМ 5утро[5 аге изе4 Гог даа по4е!$ сопсер ге- 
ргеземайоп. ТБе ежепз1оп гезий плиз Бе едшуаепе ю Ше зоигсе даёа то4е]. То 
арр!у а сопсерЕ оп Фе сапошса! то 1еуе1 фе оПо\1пс ге 1$ ргорозеа: 


СопсерЕ < утро! СошехФейшиоп 


Рог ехатр/е, о заррог фе сопсер$ оЁ геетепиа йцевтиу ап4 Кеух оЁ гейа- 
бопа[ Чаба то4е|, \е Бауе ехрап4е4 Ше Кегпе! уф фе РЮПо\ут? зутЬо|5: Кеу, 
итдие, ютгеюп Кеу, сопятать, оп ираше, оп аёее, сазсаае, ап 5е! пи. ш сепега1, 
Фе Кегпе! ежепз1оп 1$ гедисед ю шиодисе пе\и зутЬо|$ ш з0-саЦе4 сошеп! @сно- 
папе; (ХМГ. аоситеп® оЁ ХОМ апд то дейпе Ше сомехЕ ш у шсеВ Фезе зупбо[5 аге 
аррПеч. ПГ 15 еззепна!| аё \е изе а сопршайопаПу сотр!ее 1апгиазе ю дейпе Фе 
сошех(. СощепЕ @сйопацез аге ие 10 азяеп шопа! ап4 огта| зетапис$ ю аП 
сопсер5 изе4 шт Ше даа то4е[5. Аз а гези оф {15 арргоасВ изазе оЁ пе\и зупБо]$ ш 
Фе ОПГ. д0е$ по! 1еа4 10 свапзе ОПГ, рагзег’5. 


4. АММ ГогтаН7аНоп оЁ даа поде$ 


ш Фе Наше оЁ ойг арргоасЬ ю шоптайоп пщестайоп даа то4е!$ апа 
таррштез Бебмееп Фет аге сопз1Аете аз шУапсез оЁ Ше теато4е[. ш офег 
У\ог4$, АММ ТогппаНзт 15 изе4 ю 4ейпе сопсер оЁ даа то4е]з. Ког еасЬ Чайа 
тоае| зоте абзгасй тасбте (ог абзгасе тасбтез ШегагсВу), \ЬсЬ гергезетй$ 
АММ зетаписз$ Юг Фа то4е!°, 153 сгеже4. АБзгасе тасбте Мсйм ог а даа 
тоде!| М зВошША Бе сопзгасе4 50 аё Ше зе{ оЁ зсВетаз ш то4е| М 13 шаЫ- 
]есаоп \\иН Ше зе оЁ ассераЫе за{е$ оЁ тасЬте Мсй„, сопзгатед Бу 11$ 1ауа- 
папе /„. Марршх а зоигсе то4е] тю а ‘агоей опе 15 гедисе4 ю тодейп Фе 


) \ипоце 1053 оЁ сепегаШбу, ш ог4ег © у15йа] зпирИсИу, \е \Ш изе рзеа4о-АММ Гог деЙйпше 
АММ зетапис$ юг даа то4е{5. 
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{агоеё то4е| сопсерз Бу теап$ оЁ Ше зоигсе то4е| сопсер!з. Рог 11$ ригрозе 
\е сопзгасе аа АММ тасЬше \’1ср ежеп4$ АММ тасшше Гог зоигсе тоде 
ап4 гейпез АММ тасбше е тагое тоде]. 


4.1 Еогта|7аНоп Ргтсе$ 
\е зиее5 Фе ЮюПо\лпх рише1рез Юг АММ Гогтай7тайоп даа то4е1з: 


® Ваз1с сопсер{$ оЁ даа то4е!5 аге Гогта|7еа Бу изт» АММ туре зу\ет; 


® Сошрех сопсер$ оЁ даа то4е!$ аге юогтаПтеа Бу изте АММ та- 


сышез. 

То 4ейпе АММ зетапйс$ оЁ даа то4е]$ \е звош г ГогтаН7е Баз1с соп- 
сер{$ о Фезе то@е]5. Ге из соп$14ег огтаП7айоп оЁБаз1с сопсер оЁте]аНопа1 
апа ХОМ аза то4е15 Бу теап$ оЕ АММ (урез зумет. Вео\ \е ргезепЕ Гогта7а- 
Чоп оЁБазс сопсер оЁ те!йавопа| даа то4е1, патеу ге]аНоп зспета ап4 гаНоп. А 
теайоп зсВетла 15 сВагаметтеа Бу а Нпие $е{ оЁ айтЬиез ап соп$га1 $ У ШСЬ 15 
дейпе4 оп 11$ зсВета. Ехатр[ез оЁ сопзгаши аге: Кеу, Гоге1?п Кеу, сопзгаш!$ оп 
айпЬщез, ес. ш 11$ сощехё же оНег фе оПо\лпе югта|тайНоп оЁ ге!айоп зсвета 
сопсерЕ Бу теап$ оЕ АММ (уре зу$ет: 


Кеаноп5сйетаТуре = ЯтисК 
айт5е! : Р(5итв Х АюписТуре), 


Кеу : РО51итв), 
‚ДогеавикКеу : ЯтгискК 
айтзет : Р(51ттв), 
геГегепств : Зтиск 
пате : 51тв, 
айт5е! : Р(51итв))), 
сопятгайт : Воеап 


Неге ап Рапфет, а зе оЁ аюпис Фурез (юг ш%апсе, пиевег, утв, ес.) 15 
дез1опаеа Бу теап$ ог АюписТуре. Ге К Ъе а ге!айоп зсВета. А гёавоп оп 
ге]айоп зсВета А 15 а Нпйе зеё оЁ ир[ез. А ге]айоп 1$ свагацетте4 Бу а пате, 
УИ света апд а тарре. ТВе юПо\уше огпта|таНоп оЁ т@аНоп сопсерЕ Бу 
теап$ оЁ АММ буре зузет 1$ оЙегеа: 


КеаанопТуре = тгискК 
пате : итв, 
5сйета : К@аноп5 сйетаТуре, 
гейайоп : Ре вианопбепетаТуре апепзег ГАП(5)) 
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№ №ш\ ме АеЙпе Баз1с сопсер$ оЁ ХОМ даа тоде| патёу, зсВета апа ее- 
тепё. А зсБета 1$ сВагасеттеа Бу а дашеире: пате (пате оЁ @етеп!?), ппазе 
(пате оЁ зоигсе тоде!| ЧаёаБазез), суршеор (сопзегастюг оЁ @метеп®, сощепе (е|етеп 
сощепе аеНш@оп) апа Недиепсу (еетепе Недиепсу). ТВе сопз14егед ГогтаПтайоп 
ОЕ зспета сопсерё Бу теап$ ор АММ (уре зует а гесигауе аеЙиоп оЁ 1$ соп- 
сер! 15 аззитед: 


5сйетаТуре = Я тисК 
пате : уитв, 
ппавзе : зттв, 
1уртзор : {5едиепсе, сйосе, аЙ, попе}, 
сотет! : АюписТуре х Егециепсу | 
5еа(5ттв х 5сйетаТуре Хх Етециепсу) 
„_Утедиепсу : Е гедиепсу 


Неге ап Рагфег: 
Етедиепсу = 49, *, +, 1} 


Ап е|етепе 15 сВагасцеттеа Бу у зсВета ап а таррше ассог4те 1ю аеЙ- 
бопз 1 апа 2 (зее ЗесНоп 2). Тре сопз14егеа ГогтаНтайоп оЁ @етепе сопсере Бу 
теап$ о АММ ‘уре зу$ет 15 аз ЮПо\з: 


Еетепт{Туре = ЯтискК 
5сйета : ЭсйетаТ уре, 
@етет! : Р(5сйетаТуре) 
); 
Зесопа рипстре 1$ зиррозе4 о АеЙпе сопсер оЁ даёаБазе зсВета, ЧаёаБазез 
ап4 ореганопз Бу теап$ о АММ тасыштез. 


4.2 АММ Мас ше Гог Ваанопа! аа Моде 


З(аце оЁ 11$ тасрше 15 4еНпед Бу теапз оЁ ©\о уапаЫез: гаБ5 (зсВета оЁ 
ге]айопа1 4абаБазе) ап4 та (геайопа! 4абаБазе). ТБе уашез оЁ Шезе уапаез 
сап Бе гаайопа| 4ааБазе зсВетаз ап4 ге]айопа| Ча{аБазез, гезресиуеу. ТВе 
шуанапе зесйоп 4еЁпез Фе сепега| ргорецу оЁ Фе тасЫше. ш 11$ сазе # $аез 
Фае гаБу 15 а зе оЁ Фе геаНопа! ЧайаБазе зсБета, ап гаБ 1$ а забзеё оЁ фе 
ге]айопа] дабафазе зиср ФфаЕ Гог еасВ 5 Е гу Пеге 13 агЕ та засВ фай и 15 а ге]айоп 
оп 5 ап4 зайзНез сопзбган. У\Уе сопуа4ег Ше РоПо\т? К1п4$ оЁ сопгалт5: Кеу соп- 
э@галит$, Гогеюп Кеу соп$ига1и $ ап@ соп$га оп рез. ш Фе ореганоп 5есйоп 
уе ойег ГогтаПтайоп оЁ орегайопз оЁ гаайопа!| а]зебга. Ву теапз оЁ Шезе ор- 
егайоп$ \е сап сВапее зе оЁ оиг тасЬше. Аз геанопа! дабафазе 15 ап шзапсе 
ОР {15 тасЬше, ФегеРоге Бу теапз оЁ Шезе орегайоп$ \е сап сВапг?е зае оЁ 
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ге]анопа! ЧабаБазе. ш Фе ициаПзаНноп зесйоп Фе гаф5 ап4 г уапаЫе$ аге ш- 
1па17е уу зсБета оЁ ге]!айопа! 4ааБазе ап ге]айопа| 4акаБазе сотгезроп- 
Чт1у. АММ тасбше Гог ге]айопа| Даа тоде| 15 дейпе4 аз ГоПо\5: 


МАСШМЕ 
КаанопаРаюаМоае 
УАКВКТАВГЕ$ 
гаБ5, гаБ 
ПМУАКТАМТ 


гар; Е Р(Кеаноп$ сйетаТуре) ^ га Е Р(ВеапопТуре) ^ (\5 Е гаБу 
ЛЗгЕ гаБ Л изсйета.айтуе = 5 Л Уа Е гусйета.айтуе! № аот(а) Е 
гап(а) ^ т.5сйета.Кеу © адот(у.5сйета.аНтуе!) № сопягатЕ ев 
Р(аот(т.;сйета.айтзе!)) — Водеап ^ (Уг, Е гаБ Л 3, Е г ^ 

"|. яспета.}огезпкеу.айт5е! = © ^ 


г|.5сйета.}огевпиКеу.геГегепатя.пате = г›.пате ^ 


г..5сйета.Кеу.айтуе = г.;сйета.}отевптКеу.айт5ег) 


ПМПТАГЗАТЮОМ 
таз, гаБ := {...}, {...} 
ОРЕКАТОМ$ 
ге; < КеаапопаШУтоп(и, ‚ г>) = 
РКЕ 


г, Е га Л г, Е га ^ ишопсотраБИйу(г.5сйета, г›.5сйета) 
ТНЕМ 
ге := гес(5сйета : Г.;сйета, тапоп : г.г@айоп У г›.г@айНоп) 


ЕМО 
ЕМО 


ш Ще орегайоп зесйоп Фе дейш@оп ипоп орегайоп оЁ ге]айопа| асефга 1$ 
сопз14еге4. РгеФсае итопсотра Шу Во14$ Ш г, ап@ г, аге итлоп-сотрайЫе. 


Тре гезё орегайоп$ оЁ ге!ай опа] асеБга аге Ааейпе4 зипПапу. 


4.3 АММ МасЬше ог ХОМ 


Аз ш сазе у АММ штасЬше Гог ге]айопа! дайа то4е], зе оЁ 1$ та- 
сыше 15 деЙпеа Бу теап$ оЁ смо уапаез: хх (зсВета о ХОМ 4ааБазе) апа 
ха (ХОМ амеаБазе). Те уааез оЁ Фезе уапаез сап Бе ап ХОМ ааэаБазе 
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зсветаз ап ап ХОМ Чдаафазез, гезресиуеу. Тре 1пуанапе зесйоп 13 4ейпеа 
зипПаЙу аз ш сазе ге]айопа! даа то4е|. п 11$ сазе & $аез Рае хаБу 15 а за6- 
зе! оЁ Фе ХОМ 4ааБазе зсВета, ап хаБ 15 а заб зе оЁ Фе ХОМ аааБазе засп Фа 
Гог еасВ 5 Е х@Бу Шеге 1$ апе Е ха зас Фаге 1$ ап е]етепЕ оп 5. ш Фе орегайоп 
зесйоп \е оЁег ГогтаНтаНоп оЁ орегайоп$ оЁ е]етепе а]зебга. Ву теап$ оЁ Шезе 
ореганоп$ \е сап сВапее 5$ае оЁ ХОМ аэаБазе. ТБе итааПзайоп зесйоп 15 ищег- 
ргаеа зипПагиу аз ш Ше сазе оЕ АММ тасЬше Гог г@аНопа| дайа то4е1. Ву теап$ 
оГАММ тасЬше \е ойег Фе юПо\уше Ююгта|НтаНоп ог ХОМ: 


МАСШМЕ 
хрм 
УАВГАВГЕ$ 
хар5, хаБ 
ГМУАКТАМТ 


ха; Е Р$сйетаТуре) ^ 


хаь Е Р(Е!ететТГуре) Л (5 Е хаБу Л Зе Е хаЬ ^ 


АеписаПу(е.5сйета, 5.5спета) 


ПМГГАНЗАТЮМ 
хафЬ$, хаБ := {...}, {...} 
ОРЕКАТОМ$ 
ге; < ХОМ Итокке,,е.) = 
РВЕ 
е, Е хаЬ Ле, Е хАЬ ^ ятНаг(е!.5сйета, е›.5сйета) 
ТНЕМ 


геу := гес(усйета : е1.5сйета Ф е›.;сйета, 
@етеи! : е!.@етеи! Ч е›.@етеп!) 


ЕМО 
ЕМО 
Тре соп$14еге4 рге@сае {4еписаПу ш фе шуапапе зесйоп 1$ Ве 4 Ш зсВе- 


паз оРре!етеп$ е ап 5 аге 14еписаПу едаа!. ТВе зетапис$ оЁ Фе ргефсае 5йии- 
[аг изе4 ш Фе орегайоп ХОМИтопл 15 Базе оп фе дейшвоп 3 (5ее ЗесНоп 2). 


4.4 АММ КВергезетаноп оЁ Фе Сапошса! Моде] 


Ге! Фе абзгасЕ тасшпе МсйТ ог Фе сапошса| по4е|, ап4 тасбше Мсй; 


ог Ше зоигсе то4е! Бе сопзгацщеа. У\е ежеп4 Фе сапошса! то4е] уа тасбште 
Ех; > сощашите сопсерз оР\фе зоигсе то4е] а{ аге пе\ © Ше пагзее тоде1. 


Трезе сопсерз аге ехргеззе4 аз зе ап4 сопз(апз оЁ таснше ЕхЕ;.‚. Вею\ ме 
ргезет АММ-зсВетез оЁ зоигсе ап фагае то4е]з: 
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МАСНЬУЕ Мсй; МАСШМЕ Мсй; 

ЗЕТ$ 5е15у ЗЕТ$ 5'е155 
СОМ5ТАМТ$ Соп51, СОМ5УТАМТ$ Соп515 
РКОРЕКВТТЕ$ Р; РКОРЕКТТЕЗР; 
УАВТАВГЕ$ Уаг.. УАВТАВГЕ$ Уак; 
ПМПТАГГЗАТОМ /ийу ПМПТАЦАТОМ /ий, 
ПМУАВТАМТ /.. ПМУАВТАМТ /; 
ОРЕВАТОМ$ Ор.. ОРЕБАТЮМ$ Ор; 
ЕМО ЕМО 


Те юоПомше АММ-зсВете 1$ сопз1Аеге ог ежепзоп оЁ фе сапошса| 
тоде!: 


МАСЫМЕ ЕхЕс. 
ЕХТЕМО$ Мсй. 
ЗЕТУ 5е155т 
СОМ5ТАМТ$ Соп515хт 
РВОРЕВТТЕ$ Р.;. 
ЕМО 


4.5 Вейпетепе оЁ Пе Сапошса! Моде 


Ге соггезроп@ те абзгасё тасШшез Мсй5 ап МсйТ Бе сопзиамеа Юг 
Фе зоигсе то4де! М; ап Ше сапошса! то4де! МТ атеаду. п фе йате оЁ опг 
арргоасВ №0 шогтайоп ицезгайоп © ргоуе соггестез$ оЁ тарршзх гот зоигсе 
тоде!| шо сапошса| то4е! уе сопзигасе аа АММ тасбше \ШсЬ ежепф$ АММ 
пасте Рог зоигсе то4е| ап гейпез Фе сапотса| по4е[. ш Фе шуапапе зес- 
Чоп оЁ 15$ тасбше \е дейпе соп!юоп$ оЁ согезропаепсе оЁ зсВетаз оЁ зоигсе 
ап4 сапошса] то4е!5. ш Фе ореганоп зесйоп оЁ фе сопз1Аеге4 тасбте Бу теапз 
ОЕ ореганоп$ оЁ зоигсе то4е! а]зебга уе аге то4деПп® орегайопз оЁР @етепе а1- 
себга. Вею\ \е ргезепё АММ-зсВете Гог 15$ тасБше: 


ВЕНМЕМЕМТ Ели. „Ке/ 
ВЕНШМЕ$ Ех; 
ЕХТЕМО$ Мей, 
ПМУАВТАМТ 1, 
ОРЕВАТ!ОМ$ Ор» 

ЕМО 


Моу, И Фе соп@1оп$ оЁ ргооЁ обЙгаНопз аге зайзНе4 Гог 15 гейпетепь, 
у\е сап сопса4е Фа Фе АММ зетапйс$ оЁР Ше зоигсе то4е! гергезет5 а гейпе- 
тепе оЁ Ше АММ зетапйс$ оЁ Ше (агоей тод4е!. 'ТВаз$, Фе соггестез$ оЁ тарри; 
15 ргоуед. 
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4.6 В@айопа! ВейпетепЕ оЁ Фе Сапошса! Моде 


Ш 01$ зесНоп, ууИПоие 105$ оЁ сепегаЩу И 1$ аззитей Ба ш фе Нате оЁ 
{Бе сапотса] то4де!| ог БаП4т? сотроипа турез \е изе фуре сопзгасюг 5е- 
диепсе ап4 сопз1Аег Фе геаайопа| гейпетепе оЁ Кегпе!| оЁ сапотса! тоде]|. Ве- 
$14е5 оЁ уапаез$ о КеапопаеаМ оаймМ асйте \е ч5е уей Шгее уапа ез Гог 
деНито з(ае оЁ 11$ тасЬте. ш Фе шуапапе зесНоп \е аге деЙпиште зетапйс$ оЁ 
езе уапа ез ап соп41оп$ оЁ сотезропаепсе о{ те]аНопа| ап сапошса| $сВе- 
таз. АММ тасЬпе Гог ге!айопа| геЙпетепе о{ сапошса| по4е] 15 дейпеа аз Го1- 
10\5: 


КЕНМЕМЕМТ ХОМЮеХ 

КЕНМЕ$ ХРОМ 

ЕХТЕМО$ КеанопаШеаиаМ оае 

УАВТАВГЕ$ 
гтеЛ, гге{2, гезгер 

МУАВТАМТ 
гге/ 1 Е га Л гте{2 Е га ^ гезге} Е гаБ Л У5 Е х4Б5 Л 5лтаве = 
ПраБя7^ Зт Е га Л 5.пате = г.пате ^ (54урте = попе ^ 
сата(т.5сйета.айтбер) =1 ^ аот(5.сошепт® =аот(т.5сйета.айтхей) 
Л гап(5.сошет!) =1 У 5.Гурте = 5ециепсе № сага(т.зсйета.айтхег) 
= 5хе(5.сошепть Л 5.5сйета.}гециепсу =4 Л УЕЕ [1, 5хе(5.сотет)] 
Л ЗаЕ г5сйета.айтуе! № аот(а) = аот(аот(5.сотеп(К1))) ^ гап(а) 


= гап(4от($.сотет!))) Л 5.Ёгедиепсу =1 
ОРЕКАТШЮОМ 

ге; < ХРОМ Итоп(е,,е.) = 

РКЕ 
е, Е х@ Ле, Е ха ^ 
5ут|агке/.5сйета, е.хсйета) 

ТНЕМ 
те = || тер = ев. 
гезге} := Кеанопа тонкая: гге}2) 
тех := гезтер 


ЕМО 
ЕМО 
шп Фе орегайоп зесйоп \е то4е| Фе зетапис$ оЁ орегайоп ипоп оЁ еетепе 
а]себга Бу теап$ оЁ апа 20$ орегайоп оЁ геайопа!| а1зега ап азз1ептепе ор- 
еганопз. П 1$ аззитед ю Аейпе Ше шап$огтайоп гез оЁ еетепе 10 геайоп 


ап у1се уегза Бу теапз о АММ-ргоэгат. Апа]огочз1у \е сап то4е| Фе гез 
орегайоп$ оЁ е|етепЕ а1ееБга. 
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5. Сопси $101 


ш Фе Нате оЁ ап арргоасЬ © шЮгтаНоп пиезгайоп ап ехепзЫе са- 
потшса! тоде| 1$ сгежед. Тре Кегпе! оЁ 11$ то4е| 15 фе аебгазс то4е| оЁ ап 
а4уапсеа ХМГ, даа то4е|. Тре сопз14дегеда ХМГ, да тодЕе] 1$ а гезай оЁ ежеп- 
$1оп ОЁШе сопуепнопа| ХМЕ ааа тоде! Бу теапз оЁ Фе аррИсайуе зумах апа 
зетапйс$ ушсеН забз{апнаПу шсгеазез Ше ехргез$1уепез$$ оЁ Ме ХМГ; ааа птод- 
е1. Гл огдег {© сгеме ше лазиНае ааа то4е!] таррпх Гог Веегорепеоц$ Чаёабаз- 
ез иместаНоп, сопсерЕ оЁ ааа то4е! Ваз Бееп Ёогта|теа Бу теапз оЕ Фе АММ 
ГогпаНт. \е аге из АММ Гогта|зт аз а теато4е|. Раа то4е!5 ап тар- 
р!п$$ Бебмееп Фет аге сопз14еге4 аз шУ{апсез оЁ Ше теато4е!. АММ ГогтаН$т 
аПо\ме4 ю еНпе Фе шо4е|-Феогейс зресШсайоп$ ш Фе Вгз( огаег 10$1с$ апд ю 
ргоуе Ве Расё оЁ зресчйсайоп геЙйпетепте. Те сапошса! то4е! Бу теап$ оРа Ше- 
гагсву оЁ аБбзгасё тасЫшез 1$ гергезеще4. ш Ше {юр 1еуе| аБзгасй тасьше АММ 
зетапяс$ Юг ХОМ Ваз Бееп аеНпе4. Ву теап$ оЁ гезё аБзгасе тасбез ш 1$ 
Мегагсву \е аейпе АММ зетапйс$ ог еж{еп$101$ оЁ Ше сапошса| п1о4е]. А рип- 
сре оЁ Кегпе|! ежепз1оп оЁ сапошса| по4е] 1$ ргорозе4. Ассог@ те ю 1$ рипере 
фе сапошса! плоде 15 4еЁпе4 аз Кегпе] + {пе\’ сопсер}. Маррше а зойигсе то4е] 
шю ‘агое тоде] 1$ гедасе4 {© то4деПп? Фе (агое{ тоде| сопсер Бу теапз оЁ Фе 
зоигсе то4е| сопсер. Рог 1$ ригрозе \е аге сопзигасе ап АММ тасыте \Ъ1сь 
ех{епаз АММ штасыше Гог зошгсе то4е| ап гейпез АММ тасбше фе тагое{ 
тоде!. У\е оНег Гогта|тайоп рипсрРез оЁ Баз1с ап сотр! ех сопсерёб оЁР ама 
тоае]. ТБезе сопсер$ Бауе Бееп огтаП7ед Бу теап$ о АММ буре зу%бет апа 
АММ шасЬше сотгезропате]у. Рог еасб зоигсе то4е| \е стеме а геуегзе 
таррше шю ап ежеп$1оп оЁ Фе сапошса| то4е[. Те В-есВпо]оэу 15 изе@ © 
ргоуе Па Ше АММ зетапйс$ оЁ Фе зойгсе то4е! гергезеп5 а гейпетепе оЁ Фе 
АММ зетапйс$ оЁ фе ежепде сапошса! тоде|. НегеБу, Ше соггестез$ оЁ тар- 
ре апа фе ау ю изе ежеп4е4 сапошса! то4е! Гог гергеземаноп Ше зоигсе 
тоде! зсВетаз аге ргоуед. АММ-тасШтез ог Фе сапошса! апа ге]айопа! ааа 
то4е!$ ап4 ге!айопа]| геЙпетепе оЁ Фе сапошса| то4е! Бауе Бееп стезжед. 
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КАНОНИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ: ФОРМАЛЬНАЯ СЕМАНТИКА 


М. Манукян 


АННОТАЦИЯ 

В рамках подхода к интеграции информации построена расширяемая 
каноническая модель данных. Предложены принципы расширения 
ядра канонической модели и АММ-формализации моделей данных. 
Построены АМ№-машины для канонической и реляционной модели 
данных, а также реляционное уточнение канонической модели дан- 
ных. С использованием В-технологии доказывается, что АММ се- 
мантика исходной модели данных является уточнением АММ семан- 
тики расширенного ядра, чем обосновывается корректность отобра- 
жения и возможность использования расширенного ядра для пред- 
ставления схем баз данных. 
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ЦОФПФПЬО 

Рефораоралр Робера Уф Чо ОЧ оробиа от Чилоото- 
Ч Е эЧуоаврр розуоча ол бобобо а Чоп: Дочочар ЧЕ БЫ 
оао ЧотЫЬ Чоррар роуачоЧоао © оЧуе рр Чо рр 
АММ-форЧражороур аЧаротари6ро: ЧаотоЧЬ 6& АММ-ЧЕрЕ- 
бала бр бобоболо © реорой Чопа бр, разчба бал оао - 
байда ЧодыЬ орышороы КодрюоЧа Балбар: Одимадорб т] В- 
хер борараа олоаортоЧЫ В, пр Чтача рр атруото Чо ф АММ 
алло ла роб Чоррар оао ар оароот а К, 
Безо Би ЧорЧоту Е аручиааламо Е рИла Фор фиоторотар @ 
реа саб Чоррар одилааорб Чл Бараироторотар эЧлата- 
рр рааоа ар ооо ар Обри бот Бацбар: 


39 


40 Вестник РАУ №1, 2014, 40-51 


УДК 007.52:519.873 Поступила 21.11.2013г. 


МЕТОД ИНТЕРВАЛЬНОГО ЛОГИЧЕСКОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ ЦИФРОВЫХ СХЕМ 


А.С. Мартиросян 


Российско-Армянский (Славянский) университет 
е-тай: а5йо!23 @ втаЙ.сот 


Аннотация 

Рассматривается модель для расчета и оценки возможных ошибок 
работы больших интегральных схем на логическом уровне проекти- 
рования с учетом временных параметров логических элементов. Так 
как в реальных схемах одинаковые логические элементы могут 
иметь разные временные параметры, для каждого берется не кон- 
кретное значение, а интервал, в котором оно может варьировать. 
Модель обеспечивает высокую скорость расчетов и тем самым при- 
годна для расчета тестовых наборов и нахождения ошибок во время 
проектирования схем. 

Ключевые слова: логическое моделирование, цифровые схемы, ин- 
тервальное моделирование. 


Введение 


При моделировании современных интегральных схем (ИС) появляется не- 
обходимость учета задержек в элементах. 

Модель, предложенная в работах [1, 2] не учитывает, что параметры экви- 
валентных элементов могут варьировать в каком-то интервале. Также не учиты- 
вается, что во время работы внутренние и внешние факторы могут принести к 
разбросу временных параметров схемы. 

В работах [3—6] описывается метод интервального моделирования, кото- 
рый в состоянии учитывать вариацию временных параметров схемы, однако иг- 
норируются переключения входного сигнала, которые не приводят к полному 
срабатыванию на выходе из элемента. Такое приближение неточное при быст- 
рых переключениях схемы. 

Предложенная в данной работе модифицированная интервальная модель 
проектирования дает возможность учета разброса временных параметров схемы 
и учитывает неполные срабатывания. 
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О модели 


Предлагается заменить логическую модель (ЛМ) на эквивалентную схему, 
состоящую из моделей логических элементов (МЛЭ). МЛЭ состоит из двух час- 
тей: блока логики и инерционности [1]. Структура МЛЭ показана на рис. 1. 





Блок 


те. 
ие Блок Инерцион- |= > | 


б О. 


ности 


выхи О = 





Рис. 1. МЛЭ представляется в виде комбинации блока логики и 
блока инерционности. 


Блок логики реализует логику элемента без учета задержек. Блок инерци- 
онности моделирует задержку элемента. Заметим, что в роли логического эле- 
мента при таком представлении может играть как стандартный логический вен- 
тиль (И, ИЛИ, И-НЕ ит.д.), так и комплексный элемент. 

Цифровой фрагмент, который имеет больше одного выхода, или имеет 
разные инерционные свойства по отношению к разным входным сигналам, 
можно заменить комбинацией из выше приведенных МЛЭ. Например, фрагмент 
схемы с двумя выходами можно заменить двумя МЛЭ с одним выходом, как по- 
казано на рис 2. 





Рис. 2. ЛЭ с двумя выходами заменяется двумя одинаковыми ЛЭ с одним 
выходом. 


Н 
На рис. 1 из блока инерционности выходят 2 сигнала О" и О. О - 
сигнал, принимающий два значения (0 и 1), который дается на вход следующего 
элемента. О”. — сигнал, подаваемый на аналоговый вход принимает значения 


вых 


из интервала [0,1]. 
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Н 


На основе сигнала напряжение на выходе Я определяется сле- 


вых 


дующим образом: 


Ох = О + (О фт )О» (1) 


вых вых вых › 


где И“ и И" соответственно минимальное и максимальное возможное зна- 


вых вых 


чение напряжения на выходе. 


Блок логики МЛЭ 

Блок логики ведет себя как ЛЭ, который он моделирует, но с нулевой за- 
держкой. В рамках модели на вход блока логики подаются только значения 0 и 1 
(обычно значение О 


вых 


предыдущего элемента). В нем происходит расчет зна- 


чения булевой функции ЛЭ, который моментально подается на вход блоку 
инерционности. 


Блок инерционности МЛЭ 


В блоке инерционности на основе булевого значения, полученного в блоке 
логики и внутренних параметров ЛЭ полученных опытным путем, моделируется 
задержка сигнала. 

Блок инерционности характеризуется следующими временными парамет- 


рами: ДЕ, и ДЕ. 
ДЕ, — отрезок времени между началом изменения сигнала на входе и на- 


чалом изменения на выходе. В рамках приближения будем также считать, что 
минимальная продолжительность входного сигнала, при котором наблюдается 


изменение на выходе, также равняется ДЕ, . 
АЕ, — время между началом изменения сигнала на входе и устанавливани- 


ем на выходе. В рамках приближения будем также считать, что минимальная 
продолжительность входного сигнала, при котором происходит полное срабаты- 


вание, на выходе также равняется Лу... 
Значения ДЕ, и ДЕ, при переходе с Ов 1 ис 1 в0 в общем случае могут не 
. 01 10 
совпадать. В связи с этим введем соответствующие обозначения: ДЕ! ‚ДЕ, , 
01 10 
АЕ ДЕ. 
У У 
Временные параметры одинаковых ЛЭ на практике могут варьировать. 


Чтобы учитывать данный факт будем рассматривать не конкретные значения 
параметров, а интервалы, в которых они могут варьировать. Минимальное зна- 
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чение параметра обозначим штрихом, а максимальное двумя штрихами. Напри- 
01 01 
мер (АР, ДЕ). 


В модели предполагается, что: 








ДЕ < ДЕ ы < № — < Ар и 2 < ДЕ ее < ДЕ" < № а (2) 


Блок инерционности может находиться в одном из следующих состояний: 

1. Установившееся состояние. Все инерционные процессы закончились, 
и блок находится в стационарном состоянии. 

2. Одиночное возбуждение. Блок инерционности находится в одиночном 
возбуждении, если он находился в установившемся состоянии и значение сигнала 
на выходе из логического блока изменилось. Если новых изменений в логическом 


блоке не будет, то через время ДЕ ‚, опять наступит установившееся состояние. 


3. Состояние суммирования возбуждения. Блок переходит в состояние 
суммирования возбуждения, если он находился в одиночном возбуждении и 
значение сигнала в блоке логики изменилось. 


Вводится переменная О имитирующая внутреннее состояние системы. 
При установившемся состоянии О’ =1 или О’ =0. 
Сначала рассмотрим поведение блока инерционности в случае определен- 


01 10 ОТ 10 
ного значения временных параметров (г, , ДЕ, ‚ АЕ, ‚ АГ, определенные числа, 





а не интервалы) ь 


Одиночное возбуждение 


Пусть К момент перехода блока в состояние одиночного возбуждения, а 


ГА д Момент моделирования. 


мо 
Ради определенности будем рассматривать переход с 0 в 1. Для обратного 
перехода все рассчитывается аналогично. 
Состояние одиночного возбуждения разделяется на две стадии: 


Е ЕА > 
а 4 Г. = +АЕ". 


В рамках приближения считается, что изменение О, в обоих стадиях 


происходит линейно. На рис. 3 показан процесс перехода сигнала для одиночно- 
го перехода. ©" 0 
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101, 0, 1 


Рис. 3. Изменение сигналов при изменении значения в блоке логики с Ов 1. 
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01 01 
Пусть ®@° значение внутреннего сигнала в момент времени ДЕ, . Тогда 
скорость изменения внутреннего значения сигнала в интервалах времени 


01 ол ,01 й 
(„Да ) и (ДЕ ‚М, ) соответственно равняется: 





0" 
01 
(= д! (3) 
и 
1-0” 
01 
5» = АЕ — 10" ыы 
Заметим, что: 
©" = ©". (5) 


Множественное возбуждение 
С помощью программы ЗРСЕ было экспериментально показано, что если 
01 > 
в интервале времени (4, происходит обратный переход, то момент начала 
01 
спада происходит или в данном интервале, или до момента #,. 


Пусть время инерции переключения — АЕ. С помощью моделирования на 
ЭРГСЕ имеем: 


АКИ) = ДЕ 1 


АК”) =0 


(6) 





Ю а 


Рис. 4. Зависимость ДЕ ‚ от времени и его линейная аппроксимация. 
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Принимая линейную аппроксимацию (см. рис. 4), получим: 


Вред. 
5. А, АВ (7) 
о 
АЕ. 
" ь (8) 
А =) 


Если во время одиночного возбуждения значение на входе меняется, то 
блок инерционности переходит в состояние суммирования возбуждения. 


Пусть ти момент изменения значения в логическом блоке. 


Рассматривается два случая: новое возбуждение началось в момент 
01 01 01 
и < <ДЕ, и ДЕ, < < ДЕ. 





Случай 1: 1 < < ДЕ" 


Если момент начала обратного переключения происходит до момента 
1, =[ + ДЕ, то на выходе из блока не наблюдается изменения сигнала. Поэтому 
возможны два подслучая. 


Подслучай 1.1 1 ЕП + АЕ < ДЕ". 
Максимальное значение сигнала О’ равняется: 
01 
О, = 51 * (+, —&). (9) 


01 
После точки Г, сигнал начинает стихать со скоростью 5, . Таким образом, 


если изменений в логическом блоке не будет, то блок инерции через время Г. 
перейдет в установившееся состояние. 


т 
Па (10) 
К) 


=. < 01 
Подслучай 1.2 ь=и+41> А, . 


Сигнал до момента [т увеличивается со скоростью в ‚› а после этого, на- 
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чиная со значения ©” сигнал растет со скоростью 5%". 
Таким образом, максимальное значение сигнала в этом случае равняется: 
— 01 01 
О, =©0" +5 (6-1), (11) 
где 1, момент максимального значения сигнала и равняется: 
БЕН + ЛЬ, (12) 


Если новых переключений в логическом блоке не будет, то через время (, 
настанет установившееся состояние. 
О, 
10 * 
5> 


ВЕБ + (13) 


Случай 2: 
Во втором случае имеем 1 = Г. . Из формулы (8) видно, что в блоке инер- 


01 
ционности происходит полное срабатывание и в момент времени Г, начинает 


обратный переход. 


н 


Будем моделировать как полное срабатывание с переходом в момент 


вых 


01 
времени [,. 


Учет интервального характера временных параметров 


Пусть (ДИ, АЕ"), (АР, д), (АР”, А") „(ДР интервалы, 
в которых может меняться ГА и И Г. Блоки инерции с Параметрами 


{АО ЕО, ДИО Аи АА АВ АИ две крайние случаи. В пер- 


вом случае сигнал начинает увеличиваться первым, и начинает уменьшаться по- 
следним и является максимальным возможным сигналом, а во втором случае 
сигнал начинает уменьшаться первым и увеличивается последним и является 
минимальным возможным сигналом. Следовательно, реальный сигнал всегда 
будет меньше или равно максимальному крайнему сигналу и больше или равно 
минимальному крайнему случаю. 











Как видно из рис. 5 6, на выходе О 


вых 


в некоторых интервалах времени 


может поступать как значение, 1 таки 0. 
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Овы 


Рис. 5. 0". (аи О вых (6) для двух крайних случаев. 


При расчете возможных значений сигнала в цепи, а не в отдельном ЛЭ, 
рассчитываются максимальный и минимальный возможные сигналы и если они 
отличаются, то для расчета максимального возможного сигнала следующего 
элемента берется тот, при котором блок логики элемента даст максимальное 
значение. Другое значение применяется для расчета минимального возможного 
сигнала. Если в какой-то момент значения нескольких входов могут варьиро- 
вать, то максимум или минимум ищется среди всевозможных комбинаций. 

С помощью вышеприведенной модели возможно для каждого ЛЭ цифро- 
вой схемы оценить потенциальные ошибки. 

Если для какого-то ЛЭ хотя бы в одном из граничных случаев при измене- 
нии значения логического блока переход в блоке инерционности не успевает 
произойти, то возникает вероятность ошибки. 


до + др"! АЕ! + ДЕ"! 


Подобрав ДЕ" = — и ДЕ" Г (для АНТИ АЕ ана- 


логично), получим наиболее вероятный сигнал на выходе. 
В момент времени, когда максимально и минимально возможные сигналы 


Н 


совпадают на выходе, сигнал однозначен. В остальных случаях И мо- 


вых вых 


гут варьировать. 


Сравнение с другими моделями 


На основе описанной модели была написана программа и проведено срав- 
нение с другими моделями. 
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Ниже приводится графики участка сигнала, где сравнение разница работы 
моделей наиболее значима. 


Го) 


а) Е 


6) р 





в) Га 
Рис. 6. Сравнение выходных сигналов, для: а) предлагаемая модель; 6) мо- 
дель предложенная в [1, 2]; в) простое интервальное моделирование 


[3—6]. 


Из рис. 6 видны разница работы и преимущества предложенной модели. В 
отличие от модели [1, 2] она выдает возможные интервалы варьирования сигна- 
ла и более точна. Преимущества по сравнению с моделью [3-6] тоже хорошо 
иллюстрируется на примере. В начале происходит неполное переключение. Мо- 
дель [3—6] не учитывает, что после неполного переключения переход в стацио- 
нарное состояние 1 произойдет быстрее, чем, если переход начинался бы со ста- 
ционарного состояние 0. Тем самым в модели 2 делается более грубое прибли- 
жение. 


Заключение 


Предложена модель для расчета сигнала и оценки задержек для больших 
интегральных схем в логическом уровне с учетом вариаций временных парамет- 
ров. Алгоритм подразумевает расчет сигнала для всех логических элементов це- 
ПИ ДЛЯ 3 разных значений временных параметров (минимально и максимально 
возможные значения и среднее значение), что дает возможность найти наиболее 
вероятный ВЫХОДНОЙ сигнал, крайние случаи и дает возможность оценивать 
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возможные ошибки. Во всех расчетах применяется линейное приближение, за 
счет чего получаем высокую скорость работы алгоритма. 

Описанная модель точнее, чем модель, предложенная в работах [1, 2] и 
оригинальная интервальная модель [3—6]. Предложенная модель примерно три 
раза уступает по скорости модель [1, 2], вместе с тем выдает более точную оцен- 
ку работы ИС. 
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РАЗБИЕНИЕ И СОВЕРШЕННЫЕ КОДЫ 


Г.Л. Мовсисян 
ВТ Стоир, Мозсоу», Кизяа, зап @ пттЬи.ги 


АННОТАЦИЯ 
В данной работе мы рассматриваем разбиение И -мерного простран- 
ства подмножествами с «нулевым» ограничением. Приведены опи- 
сания некоторых классов совершенных и квазисовершенных кодов в 
аддитивном канале. Предложен способ построения групповых кодов, 
исправляющих ошибки в аддитивном канале, являющимся далеким 
обобщением метода Хэмминга построения кодов. 


Многие задачи дискретной оптимизации связаны с разбиением ый -мерного 
пространства определенными подмножествами. При этом требования к подмно- 
жествам могут быть геометрического характера, например, шарообразность, ИЛИ 
связаны с определенной метрикой, например, подмножества представляют из 


себя области Дирихле с метрикой Хэмминга [. Часто рассматриваются разбие- 


ния подмножествами, на которых оптимизируется некоторый функционал 2] . 


В данной работе мы рассматриваем разбиение п-мерного пространства 
подмножествами с «нулевым» ограничением. Такие разбиения позволяют по- 
строить множество групповых кодов У} и множество каналов {А} между лю- 


быми элементами У и А, которых имеются корректирующее отношение. При- 


ведены описания некоторых классов совершенных и квазисовершенных кодов в 
аддитивном канале. 

Предложен способ построения групповых кодов, исправляющих ошибки в 
аддитивном канале, являющимся далеким обобщением метода Хэмминга по- 
строения кодов. 


81. 


Пусть В = {0} — поле Галуа из двух элементов, и В"- линейное вектор- 
ное пространство над этим полем. 


Рассмотрим семейство подмножеств С, (5х. 51.54 = {С ,}, удовлетво- 





ряющие следующим условиям для всех 1 =0, К: 
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сев" 
Е (0 
С 


4. У. = 0 (суммирование ведется по 11042). 
хеЕС; 
Первые три свойства — это обычные свойства разбиения множества 
к 
С =ИС,, а последнее «нулевое» отражает специфику дальнейшего использо- 
‚=0 


1= 





=5;, 


вания при построении корректирующих кодов. Случай С = В" является осо- 


бенно важным, т.к. он приводит к построению совершенных кодов. 
В дальнейшем, термин разбиение множества С, (5%,51,....5,) использует- 


ся в смысле (1), т.е. разбиение с «нулевыми» подмножествами. 
Задачи существования, построения И перечисления разбиения 


С. я ), при заданных 5%, 51,.... 5, и и, представляют, кроме комбина- 
торно-множественного, еще и интерес в связи с использованием в построении 


корректирующих кодов. Стоит также отметить, что в теории корректирующих 
кодов области декодирования при требовании к ним условия попарного не пере- 


сечения, образуют разбиения пространства В”. Следовательно, в свою очередь, 
некоторые классы кодов, в частности, совершенные коды в аддитивном канале, 


позволяют построить разбиения С, (5, нЕ ). В дальнейшем, в примерах при 
5, =1, мы пропустим подмножество Су состоящей из нулевого вектора — 0. 


Пример 1. С. (, 3, 6, 6)= С, С С, | — разбиение В“, если 


ве С. 
101. 0 0" ТЯ 
0:10:07. 1.205 
т 
О 
ОУ 950720. 1-0 
12010 0.01 


Пример 2. С.(, 3, 3, 3, 3,3 )=С,, С, С,, С, Сь, С,} является 


4 
разбиением пространства В”, при 
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С:75 С, 0 6: 
#900. бот феры орет 
01.050. бот Оо. ТО Лао ы 
0:00 бото Тото. ео: по 


Пример 3. с. (, 5 5)= о Ес в является разбиением про- 


4 
странства В” при 


Е 
гообо0Ег го ого от 
ОЕ ОЕ 0000; 1 200 
0.012090. 10:00:20. 121 
07:0... 0.21.1100 1 
ИНОЕ ОНО ой 9 


Из приведенных выше примеров не трудно понять, что пространство В” 
можно разбить разными способами и по количеству, и по мощности подмно- 


к 
жеств. А также из разбиения ов я м множества И С, можно получить 
2-0 


разбиение множества й С/С, ‚ удалив из С, Се е } подмножество С’. 
Приведем без доказательства следующую лемму, описывающую некото- 
рые очевидные свойства разбиения С, (5, и 5,)= ос. и 
Лемма 1. Для любых 3, ЕС,, < ЕС,, 3, ® <, имеет место: 
а) 3 Фх, =0; 
6) < Ф ре #0; 


ЕСА 
в) <, Ф ра 5=0; 
ес 
г) у - #0. 
<=(САа Сль } 
Если 5,,=5 для ]=1,2,..,К-1, то положим С,(5%,....5,,5) = 
Си 
Далее в этом параграфе рассматриваются разбиения С’ (5. 5). При этом 
всегда необходимым условием существования С, (5, 5) разбиения является 


нечетность числа 5, если 5, — нечетное число. 
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Следующая конструкция прямого произведения позволяет строить новые 
разбиения из заданных. 


Лемма 2. Если С, (1,5), о (1,5) являются разбиениями пространств В" и 


2 т +1 
В ° соответственно, то существует С, ,„, (1,5) разбиение пространства В '`°. 


Доказательство. 


Пусть С (1, 5) = С, С... С } С, (1,5) = С°, ви Сь }. 


С. = р, жж] ТЕК, 


с’=ф, У... У ТА. 


КА 0 0 
Для любой пары С;, С, прямое произведение — множество С; ХС, 
представим в виде матрицы: 


не 
й г т. р й (3) 

си 

Определим множества С а ® . следующим образом: 





а) для любых 1<р<$, 1<1<К,, 1<] <, множество С, содержит 
только один элемент из любой строки и из любого столбца матрицы (3), и удов- 


летворяет условию: все множества С попарно не пересекаются и имеют мощ- 
НОСТЬ 5; 
г _ о :_ 
6) С, =С, хС,, 1=0, 


сис 1 =0, ©, 


Рассмотрим множество 


сое, г=ТЕ, =, рез, гб, у, 


1, 





Из определения Су при #=1, К, /=Ъ К,, р=1 5 и О. С при 


1=1, К, ]=Ъ К, имеем, что 


У. х = 0 (суммирование ведется по 11042), 


хЕС? 


и поскольку 
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[1 [31 
Це-|0е = ей + 5 
= 1= 


сес° р В 11 
1<7<А> 











с? о. 


0 
то С, „ (1,5) = С” - является разбиением пространства В""". 


п: -+п> 
Теорема 1. Если 5 является делителем 2” —1, а 2’ -1 — делителем 5 для 
2" 1 





некоторого натурального числа г >1, то С, (1, 5) ИС. | являются раз- 


биениями пространства В”. 
Доказательство. Из условия теоремы следует, что И =т-г. Применим 
метод индукции по т. 


При т=1 представим В” в виде В” =( С, цв’ \с,). где С, = {0}. 
Понятно, что имеем тривиальное С, (1,2' — 1) разбиение В’. 

Предположим, что для т существует С’, (,2' ый) разбиение простран- 
ства В”. 

Применяя лемму 2, относительно С, [о — 1) разбиения Ви С, [5% _ 1) 


разбиения В””, получаем С\„.,, (1,2' =1) разбиение для В”. Следовательно, 











2" 1 

существует Зи -1)= ©. о 8 } разбиение В”, где К = о! 

0 0 0 ^ —1 0 

Рассмотрим С» (1,5) = ие ва С, ‚ где р= ‚а С; определяет- 
5 

ся следующим образом: 

1 Ея 

О о Е Е 
0 0 р РЯ (1-1); Р 2" 1 


Нетрудно доказать, что С, (1, 5) удовлетворяет условиям (1) и (2). Следо- 
вательно, является разбиением В”. Что и требовалось доказать. 
2" —1 
27-1 

Для п <4 утверждение верно. Предположим, что для всех т<и утвер- 
ждение тоже верно и докажем для И. 


Теперь докажем существование разбиения С’, (Е 5 у где 5, = 


Представим В” = В”. В", где В” = \., № ›- Ху } Ж =0. 
Ре ны 
Поскольку $, — целое число и $, —1= ‚ то целое чис- 


27 —1 27 —1 
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5 —1 
ло. Следовательно, тоже целое число. Далее, поскольку 
т т 51 = 
2" —1=12” -1 5 |’ то, согласно предположению, — существует 
ры 0 0 0 т 
= СО Е: разбиение пространства В”. 


Рассмотрим 
С. (5) = 160. о. Сы } И (*, в" в сев", 
=0, 27-1. 


Поскольку С, ПС, #0, при 1*.], 0<6 ]<2'-1 и о | 

















хЕС; 
НЕЕ р 
[С = 5, ‚ для всех =1, 2’ —1, то достаточно доказать, что УС. ие 
0 
А от р а 27 
У =+У = Ух в" хх С°] =1+ У1в"|+ УС] =2". 
1=0 1=1 1=1 1=1 151 


п 


То есть, С, Е является разбиением В”. 


Что и требовалось доказать. 


$2. 


В этом параграфе, используя разбиение подмножества И -мерного про- 
странства «нулевыми» подмножествами, описывается алгоритм построения 
множеств групповых кодов и множеств каналов. Доказывается, что любой код 
из построенного множества исправляет все ошибки любого аддитивного канала 
из множества соответствующих каналов. 

Аддитивный — канал задается множеством векторов ошибок 


А= р с У. < В”, илюбой вектор у на выходе такого канала имеет вид 
у=хФу,, 


где ХЕ В" исходный вектор, у, ЕА,а Ф операция сложения по 11042 [В]. 
Окрестности ! -ого порядка вектора хе В" по СЕ В” определим следующим 


образом [4]: 
с'(&) =, Фу, хеС"'(х), у ЕС}; С‘(х)=х. 
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Поскольку С ‘(х) не зависит от Хх, то мы будем использовать обозначе- 
ние С" = С°), хеВ". 


Код У исправляет ошибки аддитивного канала А = о Уи } если 


| 7 2 2 7 ь 1 у 


Классические границы Хэмминга и Варшамова-Гилберта для мощности 
кода Ус В", исправляющие ошибки аддитивного канала А, выглядят сле- 


дующим образом б] 


п п 
м5 М5. 
А А 

Для заданного канала А основной задачей является построение кода мак- 


симального объема, исправляющего ошибки канала А. 


Код У < В" называется совершенным для аддитивного канала А < В", 
если выполняется равенство 


и ==. (4) 


Код У < В" называется квазисовершенным для канала Ас В", если для 
2 1 
некоторого С < А (0)\ А (0) код У является совершенным для канала АЗС. 


Другими словами, квазисовершеный код у для канала А удовлетворяет 
условиям: 


т, А») о А, )= 6, У,У, ЕУ уху, ; 
2. (А?) = В", где А, =АФЗС. 


уЕУ 
Обозначим через [,1.А] групповой код из В" размерности [ исправ- 
ляющий все ошибки аддитивного канала А. 
Произведение булевой матрицы Н = а ь) размерностью тхи и вектора 


а (+ х, я, определим следующим образом: 


НА 5 


п 
где 5, = Уи р (суммирование ведется по 11042). 
7 
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Любая (0,1) матрица Н размерности (#1, п) называется проверочной 
для кода [,1А], если для всех кодовых векторов х и только для них имеет ме- 
сто равенство: 

у 
Нх =0, 


где все операции производятся по п1042 (см. 6}. 


Для построения группового кода у › исправляющего ошибки аддитивного 
канала, мы будем использовать следующую конструкцию, связанную с приве- 
денными выше разбиениями. При этом мы сначала строим аддитивный канал, а 
потом групповой код, исправляющий ошибки этого канала. 


Пусть (5 =0,51,....5,) целые неотрицательные числа, а множество 
бе О ааа 


Рассмотрим матрицы а; следующего вида: 


Е-если ТЕ Е, 


Е или Е, если! Е 1,2... И 


Здесь Е- единичная матрица порядка 5, а Е - логическое отрицание Е. 


| 
Построим канал А с В"® ‚ где п, = Уз, ‚ [=0,А, состоящий из векто- 
7-0 


ров х. =0" “10” ‚где фе и, ны ь } и из всех строк булевой матрицы, за- 
даваемой следующим образом: 
а, 0 
а 
2 
(5) 
0 а, 


Пример 4. Построим канал для случая: 5, =0, $ =2, 5, =2, 5. =4, 
=), ац=0, 1=1, р =2, 1 =4. Пользуясь определением чисел и; и век- 
торов х,, получаем: п=0, п=2, п,=4, п=8, п, =13, ж=0', 

2 21219 815 
х =1Г0`, х, =011°0', х, =0Т. 

Поскольку 


а Е {Е, Е}, то каналы А, А, < В'3 имеют следующий вид: 
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А, А, 
0000000 000000 0000 0000 00000 


00000 000000 1000 0000 0 
00000 000000 0100 0000 0 
000 000000 0010 0000 000 

000 000000 00010000 000 

0000 011100000 
0000 10 1100000 
0000110100000 
0000111000000 
0000 0000 10000 
















0000000 


0000000 0000 0000 01000 
0000000 0000 0000 00100 
0000000 0000 0000 00010 


0000000 0000 0000 00001 
1100000000000 1100 0000 00000 
0011000000000 00110000 00000 
0000000011111 0000 000011111 


Замечание 1. Поскольку при построении канала, блок а, для всех 
Ра | определяется двумя способами, то множество А (,, р м 


таких каналов имеет мощность: 


Иные 227% 


й К 
Пусть п = 05, 5 где $, -| 


1=0 


$ +Ь если Ей, й,} 





5,‚ впротивном случае 


Ясно, что и, < 2" —1-— р и описанный выше канал А имеет мощность 
|= и, +1+р. (6) 


Пусть Обоз ныв,)= ее — одно из разбиений, описанных 
выше. Преобразуем семейство С, (5.,51,-..›5%) следующим образом: из всех С,, 


ТЕ о я выбросим по одному вектору 5,, а другие сохраним в прежнем 
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виде. Полученное семейство мы обозначим через С, нае }, где 


= С, \ <» еслийе фи. } 


С., впротивном случае. 


Замечание 2. Множество С; зависит от выбора вектора <; из С, ‚а про- 


верочная матрица Н\з. В ©. о С: однозначно определяет 
р р Г Й 1 1 2 К р 


код Е. Зе 2) }, следовательно, множество кодов У(, о ,)=\У 
р 
Ср зн 2} <, ЕС, , 1=О, 1, ..., р} имеет мощность 
К 
,,л.--1,] < | [5.1. 
11 
Рассмотрим групповой код У ЕУ(, 1.,..., [Г] из В” с проверочной 
р ру о; И р 
матрицей 
НЕН (,, а 2, ), и аддитивный канал АЕА (,, еж ти 


Докажем, что групповой код У < В”, для которого Н является прове- 


рочной матрицей, исправляет все ошибки канала А ВЕы т.е. 


У = №, п, —И, А]. Для этого достаточно доказать, что для любых х,уЕЛ, 


ху, имеет место хФу®У. 


Пусть аж.) у= ( У ), где х,у, е В” для всех 1=1,К. 
При этом легко показать, что 


[к = ©,1,5—1}, |5, «04,5, —1}, 1,7 =1,2....К}. (7) 





АГ тг ИГ 

Отсюда, с учетом того, что Н = [@ ие } имеет размерность ихи, 
ЕТ 

‚ и номера столбцов подматрицы С; совпадают с номерами столбцов матрицы 

(5), где расположен блок а;, получаем 


Из определения канала А имеем: 
а) существует Г из ПИ такое, что для всех ] Е 11.2... вектор 
х, - является нулевым; 
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6) существует ] из а, такое, что для всех ГЕ Е вектор 
у, является нулевым. 


Отсюда, с учетом (8), получаем: существует пара 1, ] Е {,2..к}, для которой 
Н(хФу} =хС, ФУ... (9) 


Из построения матрицы Н следует, что все столбцы разные, следовательно, 
Т 
для любого вектора < еУ равенство Н2 =0 имеет место, если |] — вес Хэммин- 


га вектора < больше двух. Поэтому рассмотрим х, у Е А, для которых |х Ф У > 2%, 


Возможны следующие случаи: 
а) векторы х, у являются строками матрицы (5). Тогда из (7) имеем: 


|= й,5,-1}, [У =й,5, —1}. 


Отсюда и из (9) следует, что существуют векторы <, © С, $, ЕС ‚› такие, что 

















Хх; 








У; 
Н(хФУу) = < Ф У ` <, если |; =1, 


ЕС 


Ув ‚если |х,| =, —1 


ЕСА УС А 


2, © =, , если |х, | = 1, 








У |=, 








у, |=5, —1. 


Применив лемму 1, получаем: Н (х Ф уу = 0, т.е. хХФуеу. 
6) Только один из векторов х, у является строкой матрицы (5). Тогда из 





















































(7) имеем: |, Е 1, 5 -1 У = $, 5; = 
Отсюда и из (9) следует, что существуют векторы < Е С,, <, Е С, такие, что: 

2. › если |х, | = 1, у} = 0, 

Е. У` <, если |, Е у] =, -Ъ, 

зеС > 
Н(хФу} = в 
в Хгволи |8 1 У, = 0, 
зеС\з 


УЕ ‚если |х,| = 5, 1 


зЕСАзУС Ах 








у ==, 1. 
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Применив лемму 1, получаем: Н(хФ У = 0, т.е. хФуяУу. 
в) Оба вектора не являются строками матрицы (5). Тогда из (7) имеем: 


=, 5-1] = 5,5, 1}. 


Отсюда и из (9) следует, что существуют векторы <, ЕС,, 7, Е С, такие, 

















^, 


что: 








У` 2, если [|= 5, -Ъ у, =0, 
2еС; \ < 
Н(хФу)' = У ` <, если |, = 0, |=, 

















5ЕС;\=> 


‘< „еели|х |=, -№ 


зеСАаУС, = 








у,|=8, 1. 


Опять, применив лемму 1, получаем, что для любых векторов х,уЕЛД, 
х = у имеет место Н(х® уу = 0, т.е. (ХФУ У. 

Следовательно, У = |, п, —П, А]. В результате мы имеем, что любой 
код УЕ, ой „) исправляет ошибки любого канала А из множества 
Ай... ). Далее, если С, (5, 51.54 является разбиением В”, то выпол- 
няется равенство: и, =2” —1-р. Отсюда и из (6) следует, что код то 
У = | Е А| удовлетворяет условию (4), то есть является совершенным. 


В результате получаем следующее утверждение. 
Теорема 2. Если С„ (5, 51,..., 5% )= К Не 2 то любой групповой 


код УеУ(,1,..1, исправляет все ошибки любого канала АЕА 


(,, ев р, т.е. У=И,, п; -п, А]. 

Следствие 1. Если С, (х. 5.54 = С О] является разбиением 
пространства В”, то любой групповой ко Ус 7 7 ) исправляет 
ростр › ру д ох [5-1 р 
ошибки любого канала Ае АС, ыы ь) и является совершенным. 


Замечание 3. При С, (1,5) = {С-З вышеописанный способ построения 


групповых кодов — это метод Хэмминга построения групповых кодов, исправ- 


ЕВЕ 
ляющих ошибки канала А = 0",0'10”" 7; 1=1,2,....п-= 1. 
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Теперь в описанном выше алгоритме построения множество каналов вы- 
берем ный -) исходя из условий 


1, 2... КА, Анны | < А, — нечетное число}. 


Построим множество каналов Аи аа р, следую- 


щим образом: любой канал АЕ, „1, состоит из векторов 


1 

= и, ПН } где и, = у ‚ [=0,К и из всех строк бу- 
ЛЕ 

левой матрицы, задаваемой следующим образом: 


а 0 


Ч> 


0 а, 
При этом а; — матрица размерностью (5, х 5,) вида 


Е-— если ГЕ {й, р ы 


а; =] Е-в противном случае. 


Ясно, что описанная выше процедура построения однозначно определяет 
множество 


Аб.) нулевых каналов, для которого |А а Е 


Следовательно, имеет место: 
Следствие 2. Если С, (5. 5..5 = {С С является разбиением 


пространства В”, то совершенный код У Е У, Пр ы) исправляет ошибки 
нулевого канала А а 1, ). 

Следствие 3. Совершенный код У = |, р А| однозначно определяет раз- 
биение С, (, РА 2") = { ый А'(0 ло ь А), хЕУ\ 0 } пространства 


В", если А нулевой канал. 
Пример 5. Рассмотрим разбиение С. (1,3,4) = о а с,}, где 
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— — > > 
а > 


Следовательно, соответствующий совершенный код 


У, а }= (000000), (100110), (010101), (1 10011); исправляет ошибки ну- 


левого канала А следующего вида: 





оо 

оо00 

0: 03.0-20 
ооо о 
ПЕ В- 20 
00001 
СО О: ВИ О 
1000 


В результате мы получаем код а = [5, 2, А|. Поскольку все 
А'(х) при хе У{=,, т 5. } являются нулевыми множествами и разбивают В”, 


то имеем разбиение С; У, 8)= 0, А' \о. А'(х), хЕУ(, 2,2. )\ 0}. 


Теперь из этого разбиения аналогичным образом можем получить следующий 
совершенный код и следующее разбиение. 

Следовательно, следствие 1, следствие 2 и следствие 3 позволяют постро- 
ить последовательность разбиений пространства и последовательность совер- 
шенных кодов. 

Пример 6. Из примера 1 имеем разбиение С. (1,3,6,6) 


= С, ет С, | пространства В 
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С С, 


1 


От, 305 лы 
100101 


1 


0 


1 . 


робот ото о 1 


0100 


г а 0 оо 


1010001 


0 1 


1 


1 


С 


0 получаем матрицу 


Пользуясь этим разбиением, при р 


) 


ие 
ее - 
е@ - 
2@ -- 
= --о 
о - @ - 
о - -— 
= < -— 
> — - -— 
И СО С 
---- 
2 - - = 
о-о 
-оео 
<> <> а) 
= -о> 


| 


15, 11, 4], где 


К 


которая является проверочной матрицеи совершенного кода 


канал АЕ А(0) выглядит следующим образом 





оОооо0о0о0о0о00000 
иооо0о0о0о00000о00 


ооо 0о00 









01000000 





1 


1 


Оооо 0о00 
00001 
00011 
ооо 1 


0001 
ооо 1 


ооо ооо оо 
ооо о00 
ооо 
ооо тгооОо 
ооо гоОо 
ооо о0ЮюЮо0оо0оО т 
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Пример 7. Как и в предыдущем примере воспользуемся разбиением 


С. (1,3,6,6) = С,, С, С,, С}, и для р=1, &, 110, 3}, 5 =( 0011 ) 


построим С, С,, С, 


11292 С, 
ото 
ооо тт 
ОО о Г АрыО 
О. 
1-0 1 


Далее построим матрицу (С’ С > С |) 


1101011011000 
1010110110100 
ооот1тототото |’ 
Оооо ттто 1 


которая является проверочной матрицей кода [14 10, А|, где А -— один из ка- 


налов в множестве А(0,3). Например: 
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2 освоена 
тео АВ <» ПЕ чер ие О чо ВН ао В нар ПИ вые ЗОО ке ИО ко ЗОВ с ОЕ рр ВЕ ЗО 55 ВИ Е ВР 
ооо ан 
эн н-=-э<ньн-но зе о>-з 
эс н—=э<—ьн—-е нес о><з 
эс -н-э<-ы ные с о>-з 
эс н-=-«э<-еннвнн-ны с о>- 
К т. о В а |: м ее 
эс не кн-нтны зо>- 
— | ооо оо ес с 
| о с. к соо 
62 < 5 ооо сео 
— | осо осо ое 
ооо ооо 


Следствие 4. Если С, (5. 5..5, = С, Се является разбиением 


пространства В”, и для некоторого целого [<А имеет место 


Е 3, № а гео: на т то групповой код с 








проверочной матрицей Н ЕН ( р) является 1- квазисовершенным. 
Пример 8. Рассмотрим разбиение С, (1,3,6,6) = те Си с.] про- 


4 
странства В“ из примера 1. 


С С, С. 
1.071 Ото 

1110001100101 
р. В Те. 12, о 

т О 

0). 1-0. ОО: 320 
11010001 

Для р=|и в, В =, 1}, г = ( 1100 ) построим С С. ©: 
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С, С, С. 
10101 
О Го 
ЗЫ АЕ 
0..0. 0:02. 0..0. 150. 032 
11010010 
0001 


Далее построим матрицу (С' с. ей 


1010110101000 
0101101011000 
0011100101110 
0000111110101 


которая является проверочной матрицей кода [14 10, А], где А - один из ка- 


налов в множестве А(0/1). Например: 
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оооо0о0о0о00о000о00 
ооо о0о00 
о0о00000000000 
ооо о00 
ооо о00 
ооо о00 
ооо оотгоооо00о00 
ооо ооотгоо 0000 
0:9. |0 005 90 Ибо: 399.70: 50 
оооооооооттт тт 
оооооооототт гит 
ооооооооттот г 1 
оОооооооооттто г 1 
оОооооооооОтттто 1 
оооооооотттт го 
ооо 0о0о00 
$3. 


В этом параграфе рассмотрим случай: 5, =5, [=], К. Интерес к этому 
случаю объясняется следующим обстоятельством: согласно теореме 1, сущест- 
вование разбиения в В” зависит только от параметров И и 5. Что упрощает 
алгоритм построения кодов и каналов связи, описанный в $82. Кроме этого, в 
случае 5; = 5 также упрощается классификация построения кодов и каналов. 

Из теоремы 1[ и теоремы 2, изложенной, соответственно, в $1 и $2. следует 
утверждение: 

Теорема 3. Если 5 является делителем 2" —1,а2’-1 — делителем 5, для 
некоторого натурального числа г>1, то при А В. 2 } существуют 


2" —1 





совершенные коды |, ПЕ А|, для К = 5, =5 идля К=2” -1, 5, 


2" 1 

27” —1 
Доказательство аналогично к доказательству Теоремы 2, поэтому пропускаем. 
В следующих двух примерах мы для одного разбиения построим два раз- 





‚деи, =2” -1-р,О<р<Кк. 


Г.Л. Мовсисян 71 


ных канала и соответствующие коды, используя параметр Р(р =0, р= 2). 
Пример 9. С помощью разбиения С. 3)= о Отан О. | пространства 
В“ из примера 2 
СЕ: С С С: 
1100 отт 11 1011 Отт 1 
0100 0001 010 1101 1050: №; 
1000 ооо ото ото 1110 


1 
1 





для р =0 получаем проверочную матрицу С’ се © в) 


1010001011100 11 
110000110011101 
000101101101101 
0001101101101 10 


которая является проверочной матрицей для совершенного кода [15, 11, А|, где 


канал АЕ А(0) имеет следующий вид: 


0 
0 
1 
1 


©” >> 





гооо> 
гооо> 


оо 
11 
о 1 
10 





осо о > 





©. >: © >: Фе ©. ©. © >>> 





оон а ооо оо3 
> ©.© ооо нос сосоооео 
о < Рона > © © > ооо. ое © 
неа. = С] > о о. ©, > ое > 
оао внвноож ож с сос 
она о оэ< 
оао оо 


осо 
ооо ооо ооо 
ооо осо 
ооо осо ва. = 
ооо а-> 
С: > >. ©: © Ф.-о ©. а © — 





осо оо> 
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Пример 10. Используя разбиение С, (1, 3) = та Зе пространства 





4 
В`, из примера 2 построим Су, С, С., С., С., С; для множества 


и, йа =, т 3} и векторов 50 =0, <, = ( 1100 ), м = ( 0101 ый 





п ыС. С. Се. 36. 
оот1 с т О 
0001 11011001 
оото0 ото то 





Далее построим матрицу (С: Е ©. с 


0100011110011 
100001011 
0010111101101 
0011010110110 


) 


которая является проверочной матрицей для совершенного кода |3, 9, А] 


Рассмотрим канал АЕ А(0,/1,3) 
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еее 3о > 
ее 3о> 





ОЕ СО. С <->, (<. 1: < © > 

>=: > о © оо ооо © 

оон н-оеоо > 
оон занос > 
ое `н—ён_но о > 
ооесзэннн—=—+ао зо 
осеннее 
ое нн=эно о 
осеннее о 
оно о 
оон о 


- ооо со> 
ЕЕ С: ог, И. Ч. © 


В конце работы рассмотрим групповые совершенные коды, построенные с 


2" —1 





помощью разбиения С, (, 5) при р = и исправляющие ошибки канала 


Ае А(0,,...,К) в пространстве В", п=2” —1-р. 
Пример 11. Рассмотрим разбиение С, (, 2" —1)= С ей. при 
р=Ти С: = (в" ел (1 07) Возьмем случай и=4. 
0001110001 
—т ооо ттоО 


1 

11 
0100101011 
01 


01 
10 
11 
001001011 11 


1 
1 
1 
1 


ТТ КА КА 
С; является проверочной матрицей группового совершенного кода | 4, 10, А], 


где А = А(, 1) имеет следующий вид: 
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оо 0 
то 0 
о 1 0 
де | 
оо 1 
11 1 


Рассмотрим более подробно групповой совершенный код [№ ‚ П-п, А| 


2-1 





‚где и, =2" —1- ‚ конечно, при условии, что С, (1, 3)= С, а: 


27-1 


п 
является разбиением пространства В”. Тогда при К РИ канал АЕ 


А(, 1...» К) имеет следующий вид: 


оо оо 
10 оо 
0 1 оо 

0 0 1. 
11. оо 

011 оо 
0000...11 


Отсюда и из следствия 4 получаем: совершенный код [№ ЗИ А] при 


2" —1 2" —1 
п =2-1 И — 79 А= А(0,,...,К) является квазисовершенным 


3 


кодом в аддитивном канале А = {0 ,010"77, 5=0, п; 31 
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Приложение. 


Нулевые матрицы 


В этом приложении мы рассмотрим связь между нулевыми множествами и 
тупиковыми тестами [7]. Для дальнейшего изучения удобно рассматривать мно- 
жество векторов как матрицу, строками которых являются векторы данного 
множества. 


Пусть Е„” — пространство (т х п)- матриц над полем Галуа СЕ(2). 
Определение. Матрица Се РЁ,” называется нулевой, если сумма ее строк 


п 
ровна нулевому вектору. При этом матрицу СеЁ, будем называть правиль- 
ной, если все ее строки различны. Ясно, что правильная матрица соответствует 


п 
подмножеству мощности Т из В”. 


Задача 1. Описать множество Р„ правильных нулевых матриц. 
Задача 2. Найти число правильных нулевых матриц. 
Задача 3. Описать разбиение В” с помощью «нулевых» подмножеств. 


Примеры. 
1) Если т =1, то правильная нулевая матрица —это С = © ). 


2) Если т = 2, то правильных нулевых матриц не существует. 
3) Если т =3, то следующие матрицы правильные нулевые. 


10 
С =|0 1, С= (С.С,), где С, - произвольная нулевая матрица из Е; й 
11 


4) При т=4 
оо 100 
01 010 
С = или ‚@= (С.С,), где С, - произвольная нулевая матрица 
10 001 
1 о 
из Е," . 


5) Пусть т=5. Тогда нулевые правильные матрицы следующие: 
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000 
001 
С =|010|иС= (С.С,), где С, произвольная нулевая матрица из Ё.". 
100 
111 


* 
Рассмотрим теперь следующее множество матриц ум я 


* 92 
Введем на Е т Частичный порядок, положив 
"И 
если матрица С может быть получена из С. удалением некоторого множества 


столбцов. 
Определение. Матрица С из класса Р, называется экстремальной (тупи- 


ковой), если из условий С. < С следует, что С. =С. 
2 2 


Примеры. 
6) Опишем все экстремальные матрицы из Р.: 
000 000 000 
001 100 100 
С = 010 |, С. = 10 С, =| 110 
100 110 101 
1 111 ет 


Определение. Две матрицы С! и С, из Е” называются эквивалентными, 
если С, может быть получена из С. перестановкой строк и столбцов (обозна- 


чим С. -С.). 


Примеры. 
7) Матрицы С, и С, из примера 6 эквивалентны, так как С. получаем из С. 


перестановкой из 2-го и 3-го столбцов. 
В связи с приведенным выше определением мы будем использовать сле- 


дующее кодирование матриц из Е”. Перенумеруем все столбцы длины т, из- 


брав, например, лексикографический порядок. 
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Пусть соответствующая нумерация будет [,Г.,...Ё.„ . После этого каж- 


дой матрице СеР” сопоставим вектор длины 2”. ЦС )= (и... ). где у,— 
число столбцов равных [, в матрице С. 

Вектор ЦС ) будем называть столбцовым вектором матрицы С. Имеет 
место следующий очевидный факт. 


Утверждение. Если матрица С! и С, эквивалентны, то ЦС,)= ЦС,). 


Очевидная задача теперь состоит в описании всех экстремальных матриц, 
при заданном фиксированном числе шт. Множество всех таких матриц мы обо- 


значим через р. . Элементы класса В. обладают следующими свойствами: 

1) Если СеР® ‚то 2">т. 
Это свойство следует из того, что все строки матрицы С — различны. 

2) Если СеР”, то при ЦС)= (7,7 ) имеем: 7, <1, 1<1<2”. 
Действительно, если У, > 2, то в матрице С есть одинаковые столбцы. Но 

тогда один из них можно удалить, и в полученной матрице строки опять будут 

разными, но это означает, что СЯ Ре : 

3) Если Се Р° ‚ то в матрице С нет ни нулевых, ни единичных столбцов. 
Обоснование этого пункта аналогично предыдущему. 

4) Каждый из столбцов матрицы С Е в содержит четное число единиц. 


Это следует из того, что матрица С -— нулевая. 

Смысл введенных определений и приведенных выше свойств состоит в 
том, что любую матрицу из Р‚, можно получить, «добавляя» к матрице из Р, 
некоторую нулевую матрицу. Это следует из того, что, «выбрасывая» из произ- 


вольной матрицы С ЕР, столбцы, мы придем к некоторой матрице С, ЕР’. 
0 
Заключение. Получение из матрицы СеР, матриц из Р, - это задача о 


т т 


построении тупиковых тестов для заданной матрицы С. []. 
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АННОТАЦИЯ 

В настоящей заметке исследуется класс нелинейных интегральных 
уравнений на всей прямой с некомпактным оператором Гаммерштей- 
на-Немыцкого. Указанный класс уравнений имеет непосредственное 
применение в самых различных областях современного естествозна- 
ния. В частности, уравнениями такого типа описываются физические 
процессы в неоднородных средах. Кроме того, эти уравнения имеют 
применения в эконометрике, инженерии, биологии и т.д. 

Сочетание специальных итерационных методов с методами теории 
построения инвариантных конусных отрезков для соответствующего 
нелинейного оператора дает возможность доказать теорему глобаль- 
ной разрешимости в пространстве Г,(К)п Г, (К). Более того, в ра- 


боте также предлагается специальный итерационный подход для по- 
строения этих решений. В конце работы приводятся конкретные част- 
ные примеры указанных уравнений для иллюстрации полученных 
результатов. 

Ключевые слова: уравнение Гаммерштейна-Немыцкого, условие 
Каратеодори, сходимость итераций, монотонность. 


$1. Введение 


Нелинейными интегральными уравнениями вида 


Ф(х)= шуб х,ф(х))+ [Кор )икф(г а, х ЕВ =( —°5, 5) 


(р) 


79 


описываются ряд физических процессов в неоднородных средах. В частности, 
уравнение (1) имеет непосредственное применение в теории переноса излучения 





' Исследование выполнено при финансовой поддержке ГКН МОН РА в рамках научного проекта $С$ 13УВ- 


1А0003 
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в случае неоднородной среды в спектральных линиях (см. [1]-[3]). Кроме того, 
различные частные случаи уравнения (1) имеют применение в эконометрике, 
инженерии, биологии и т.д. 


В уравнении (1) функции { и(х,и)/ о описывающие нелинейность, 


являются веществозначными отображениями, удовлетворяющими условию 
критичности: 


и(х,0) =0, УхеЕК, 1= 0,1. (2) 
Ядро К(х,!)-— определенная на множестве КхА неотрицательная и 
измеримая функция, удовлетворяющая следующему условию: 


существуют измеримые на К функции А(х) и К (х), причем 


ЕВ: тл-—1ЕЁ (К), (3) 
т 
К(х)>0, хеК, КЕЕ(К) 1, (К), | Кии =1, (4) 
К 
такие что 
0<К(хи)< (х)К(х-+), У(хр) ЕВХВ. (5) 


В частном случае, когда 


ЕО, и (Фи) =и, а Кв = КС -, 
уравнение (1) исследовалось в работе [3] при дополнительном ограничении 


на ик)= хК(х ах +0. 
К 
В случае, когда функция /4,(х,и ) не зависит от и, а 


ш(ви)=и, К(х,) = АСК, 


вопросы глобальной разрешимости уравнения (1) обсуждены в работах [4]-[6]. 

Отметим, что соответствующие нелинейные уравнения на полуоси (Т.е. 
когда интегрирование совершается в пределах от О до +50 и уравнение 
рассматривается на полуоси) рассмотрены в работах [7]-[8]. 

В настоящей работе сочетание специальных итерационных методов с 
методами теории построения инвариантных конусных отрезков, для соот- 
ветствующего нелинейного оператора, дает возможность доказать теорему 
глобальной разрешимости в пространстве Г, ( К )^\Ё.,( В). Более того, в работе 


также предлагается специальный итерационный подход для построения этих 
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решений. В конце работы приводятся примеры функций { М, (х, 3) 


501 ДЛЯ кото- 
7=9, 


рых выполнены все условия основной теоремы. 


52. Вспомогательные факты 


Имеет место следующая 
Лемма 1. Пусть 7 >0, функция О(т)— определенная на множестве К, 
удовлетворяет следующим условиям: 


а) ОТ на [0,1 1, 

а.) 0(0)=0, Ой) =п, причем П-первый положительный корень 
уравнения О(х)=х, 

а.) О удовлетворяет условию Липшица на отрезке [0,7 |, т.е. 


существует положительное число [., такое что при любых т,,т, е [0,1] 
выполняется неравенство: 


[О(=,)—О(т, < Шт, -т.|. 


Тогда для УяеГ= [о шт |, 1] и т>1 функция 





С. (т) =п-аО(п-т), т [0,1] обладает следующими свойствами: 


Л) С, ЕС01 С, Т на [0,11Уае1 ==.) 


2) С.(0)>0, С„(П)=пП,МаеТ, 

3) существует положительное число В (причем единственное), 
тд < п, такое что С. (0) =тб, т>1, 

]() С, является сжатым отображением на отрезке [0,1]. 


Доказательство тривиально. 
Теперь рассмотрим следующее однородное интегральное уравнение типа 
Гаммерштейна: 


(г) = МР К(#-5)6.( (5), ЕВ (6) 


относительно искомой измеримой функции (1). 


В работе [9] доказано, что при выполнении условий (3)-(4) уравнение (6) 
имеет решение }(х) со следующим свойствам: 9 < }(х)< п. 
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Ниже при некоторых ограничениях на функции А убедимся в следующем 
дополнительном свойстве решения /(х) уравнения (6). 

Справедлива следующая основная 

Лемма 2. Пусть функция О удовлетворяет условиям леммы 1, 


иЕ[, т>[1а ди К- условиям (3)-(4). Тогда, если тА-—1 е[(В), то огра- 
ниченное решение }(х) уравнения (6) обладает следующим дополнительным 
свойством: 


1-9 (В) == Ь (К), т 6(х)=0], 


где 9 по @& и т определяется как в лемме [. 
Доказательство. Рассмотрим следующее вспомогательное нелинейное 
неоднородное интегральное уравнение: 


р(Е)= О(тА(+ )— 1)+ (Е) КЕ 51, ( 2(5)+0 )-т0 145, ЕЮ (1) 


относительно измеримой функции (Е). Введем следующие последовательные 
приближения для уравнения (7): 


р../(Е)= О(тА(#) 1+ (#)| к(#-5 С. ( р,(5)+0 )—тб 145, 


(8) 
р(#)=0, п=0,1,2,..., ТЕК. 
Индукцией по И можно убедиться, что 
а) р,„(Е)Т по п, [ЕК, (9) 
Ь) р, ЕЁ(К), п=0,1,2,.... (10) 
с) р(@<п-0, п=0,1,2,.... (11) 
4) [р.б < ре. ‚п=0,1,2,.... В=@Е<1. (12) 


Ь) 


Свойства Ч ) непосредственно следует из / о, а °” из свойства функций 


д, Ки определения С’. 

Ниже докажем неравенства (11) и (12). Сначала убедимся в справедливости 
с). 

При п=0 неравенство (11) очевидно. Предполагая, что (11) выполняется 
при некотором и е М и учитывая свойства функции С’ (т), из (8) получим: 
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рр) < @тА(и) 1+) К-5 Х п-т 5 = ПИ! )-0<п-0. 
К 


Теперь убедимся в справедливости неравенств 4). При п=0 неравенство 
(12) очевидно. Предполагая, что (12) выполняется при некотором пЕМ, с 


учетом /.), ],) и (10) из (8) будем иметь: 


[2..Фа< вил + [ [к@-5/[С. (р,(8) +6) -тбава < 


<9|тл-1|, в +8[ [К@-Эр, 545 < 
К К 
9|тл-—1| 
В Ц_ и (®) 
(в + ОИ а = в 2 


Следовательно, из предельной теоремы Б. Леви следует, что последова- 
тельность функций {р,(1)/, имеет предел: Итр, (1) = р@) Е (К) и р(Е) 
по 


ил, 


удовлетворяет уравнению (7), причем из (11), (12) следует, что 
[и [их —1 | 

1- р 
Из (13) и (11) следует, что реЁ(Ю®оЭЖ, где 


(В) 


р(#)>0, 21) <п-6,1 ЕК, |1) < (13) 


ЭХ = {фе Г, (К);0<0(>)<п-0,хеЕК}. Докажем единственность решения 
уравнения (7) в классе функций ЭХ. 
Предположим обратное: пусть (#),р’(®еЭЖ являются решениями 


уравнения (7). Тогда, с учетом ],) из (7), будем иметь: 


Се) реа ка-5Г6.(р(5)+0)-6.( р’($)+0 148 |< 
< Же) ка-5[6.(р(5)+0)-6,(р’(5)+0 |4 < 


< Ве) Киз) (5148 < Вир (5). 


Откуда следует, что зар | (5) — р’ (5) |=0, ибо Д<1, следовательно 
5>0 


2(5)=р(5) почти всюду на К. С другой стороны, простой подстановкой 
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можно убедиться, что функция (Г) = }(Р-09еЕЭД является решением 
уравнения (7). 

Таким образом, единственное решение уравнения (7) 
р(Е)= 1(1)-9ЕЁГ(К) о. 


С учетом леммы 1 из (7) имеем 


0</(1)-0 <6(тИ+)-0+В[Ке-5Х 1(5)-0 45. (14) 


Так как тА-—1е В(В)К ЕГ (К) Г -ВЕГЁ(К), то учитывая известное 


свойство свертки (см. [10]), получим, что }-9еЕ Г ( К) п. Лемма доказана. 


53. Основной результат 


Справедлива следующая 

Теорема. //усть для функций К, К и ЛД выполняются условия (3)-(5), 
причем функция АЛ обладает свойством: тА-1 еЁ( К), а Функции 
и (х, <), (у =0,1), определенные на множестве КхК, удовлетворяют 


следующим условиям: 


1) существует положительное число 5 Е (0,6], такое что и;(х,< т 
по < на отрезке [у,(х),п-@] при каждом фиксированном хЕК, (]=0,1), 

1.) функции и(х,< (1 =0,1) удовлетворяют условию Каратеодори на 
множестве Кх[0,п-0] по аргументу <, т.е. при каждом фиксированном 
<е[0,п-@] функции ик х,< ( ]=0,1) измеримы по хЕ К, и при почти всех 
ХЕ К эти функции непрерывны по < на отрезке [0,п-— 6], 


1, ) существует число @ Е [, такое что 
0< и(х,5)<СЦ.(3+0)-т0, хеК, зЕ[ъ,(х)п-0] 
1, ) выполняются неравенства 
№ №у,(х))>,(х), 
и(хп-0)<у,(х), хЕК, 
где у,(х)=0(т/(х)-1), 9>0, хЕК. 


Тогда уравнение (1) имеет неотрицательное ненулевое решение в 
пространстве Г в) оЕ,(Е). 
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Доказательство. Рассмотрим следующие специальные последовательные 


приближения: 


Ф(х)= д х,ф, (ху [Кор ди(ььф, (г )аь Ф(х)=У,(х), п=0, 1,2,.... (15) 


Индукцией по И ниже убедимся, что 
Ф‚(х)Т поп, ХЕХ, и=0,1,2,... (16) 
Ф/(х)< 1(х)-0, п=0,1,2,..., хЕК. (17) 


Сперва докажем (16). 
Неравенство Ф(х)>Ф,(х) непосредственно следует из (15), с учетом 


монотонности функций д ‚(х,<)( /=0,1) и неотрицательности Я и К: 
ФИх)> № (х,Ф(х))= (ху, (х))>,(х)=Ф(х). 


Предполагая, что ф(х)>ф,_‚(х) при некотором пе №, из (15) получим 


их) > шк ф,(х))+ [Кид ф, (Ей = ф(х). 
А 


Теперь докажем (17). В случае п=0 имеем: 


фФ(х)= = т1(х)-1)< }(х)-0 


в силу леммы 2. 
Пусть ф‚ (х) < } (>) -—9 при некотором пе М. 


Тогда в силу (15), ],) и ],) имеем 


о_(х) < и(хт- 0 )+ [К ГС. ( (а фто 1 < 


<у,(х)+ Ах) К(х-Е С. 1 (1 ))-тд 1 = 


=у,(х)+ 1(х)—т@А(х )= 0(т1(х)-1П)+Р(х)-т@Жх )= Р(х)- 0. 


Следовательно,  последовательность функций {Ф/(х)/, имеет 


поточечный предел, когда п —* 090: [тф(х)=Ф(х), причем 
по 


у.(х)< 6 х)< }(х)-0, хЕК 
&(т/(х)-1)<Ф(х)< (х)- 6. 
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0 
Следовательно, ф(х) ЕЁ (К) ПЕ, (Е). 
Использование условия 1) и применение теоремы Б. Леви приводит к 
завершению доказательства. 
В конце работы приведем несколько примеров функций /4,(1,5)( /= 0,1). 


Примеры функций (1,5) для основной теоремы: 


5 
Е 1ЕЙА, < Е(0,0 ], 

* Ш(х,<)=У р о В>1+°0 0> В(Е+а,)=,=,>0 & Е(0,0] 
0 ^» =) (ау, (И) № ТЕ 17 60/6061 › ИЛ 
Е И 

2(п-0) п 
С (<+0)-т9 }’ 
пут, где 0<4(х)<1, аЕС(К). 


Замечание 1. Заметим, что во всех приведенных примерах функции 
и (5) обладают свойством: 


и(г,0)=0, УЕ, 1=0,1. 
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КЬ.А. Квасвагуап, М.Е. Вгоуап 


ЗОММАВУ 
ш ргезепЕ пое а с!а5$ оЁ попИпеаг пиесота| едианоп$ УИ Наттег%ет- 
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шуапате сопе пиегуа!5 юг сотезроп@те попПпеаг орегаюг аПо\ и$ ю 
ргоуе Фе Шеогет оп 2]1оБа| зо]уаб у ш зрасе Г, (К)пЕ,(В). 
Могеоуег, ш Фе \отК зрес1а| цегайоп арргоасН ог сопзгасНоп оЁ Фезе 
зо[аНопз аге а150 зисое$еа. ЕКог Шиазгайоп оЁ оМате4 гези $ аё Фе епа 
о Ше ууотК сопсгае ехатр[ез$ оЁ Шезе едиайоп$ аге о1уеп. 
Кеумога$: Наштегует-Мешизки едаайоп, Сагафео4догу едиайоп, 
сопуегоепсе о{ Иегайоп, попоющесиу. 
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АННОТАЦИЯ 
В последние годы антиоксиданты, как природные, так и синтетиче- 
ские, все шире входят в клиническую практику. Высокая медико- 
биологическая активность растительных экстрактов во многом обу- 
словлена наличием флавоноидов. Однако антиоксидантная актив- 
ность не всегда коррелирует с содержанием флавоноидов в расти- 
тельном материале. 
В настоящей работе была исследована антиоксидантная активность 
и определено общее количество флавоноидных компонентов в эта- 
нольных экстрактах растений Нурепсит регогаит, Ратазо тарог 
Г., Амепияа абутииит, Стааезиз [ае зай. 
Ключевые слова: антиоксиданты, флавоноиды, антиоксидантная 
активность. 


Введение 


В последнее время все большее внимание уделяется профилактике и лече- 
нию различных заболеваний препаратами растительного происхождения, по- 
скольку человеческий организм легче, как правило, усваивает биологические 
вещества, содержащиеся в растениях, нежели в синтетических медикаментах, 
поэтому лекарства, полученные из растений, с каждым годом приобретают все 
большую популярность. Антиоксиданты растительного происхождения широко 
используют в медицине и пищевой промышленности в виде экстрактов и нату- 
ральных масел. Особое внимание в настоящее время уделяется флавоноидам — 
большой группе соединений с полифенольной структурой, обладающим антиок- 
сидантным [2], противовоспалительным [1], ангиопротекторным действием [3]. 


90 Содержание флавоноидов и антиоксидантная активность экстрактов ... 


Целью настоящей работы являлось исследование корреляции между антиокси- 
дантной активностью и общим количеством флавоноидных компонентов в эта- 
нольных экстрактов растений Нурепсит регогаит, Рлатазо тарог [., Амепияа 
афятциит, Стеаевих; [аелвайа. 


МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 


Объектам исследования являлись растения: подорожник большой (Р/апа- 
го талог Г.), полынь горькая (Амепияа абутИиит), боярышник обыкновенный 
(Стааезиз [аелвайа) все из Котайкского региона РА и зверобой продырявлен- 
ный (Нурепсит рерогиит) из Тавушского региона РА. 


Приготовление экстрактов 


Листья подорожника и полыни, листья и цветки боярышника и зверобоя 
были высушены и измельчены до получения однородного порошка. 

Для приготовления спиртовых экстрактов на полученные порошки добав- 
ляли 96% этанол в соотношении 1:10, и смеси инкубировали на магнитной ме- 
шалке при комнатной температуре в течение 24-х часов. Для очистки экстрактов 
от твердых компонентов после инкубации экстракты центрифугировали на мик- 
роцентрифуге (ЕррепдотЁ 5415) при 13 000 об/мин в течение 10 минут, осадок 
удаляли. 


Определение общего количества флавоноидов 


Общее количество флавоноидов в экстрактах определялось при помощи 
колориметрического метода, основанного на способности флавоноидов и фла- 
воновых гликозидов образовывать с АГ* хелатные комплексы желтого цвета [5]. 
Спиртовые экстракты (0,01 г/мл) в объеме 0.5 мл смешивали с 1.5 мл этанола, 
0.1 мл 10%-ого хлорида алюминия, 0.1 мл 1М-ого ацетата натрия и 2.8 мл дис- 
тиллированной воды. Образцы инкубировали при комнатной температуре в те- 
чение 30 минут, после чего определяли оптическую плотность образцов в | см 
кювете при длине волны 430 нм на спектрофотометре ЧУ/У\У1$ (ЛЕМУ/АУ 6405). 


Определение антирадикальной активности 


Антирадикальную активность исследуемых экстрактов измеряли колори- 
метрическим методом с использованием ДФПГ (2,2-дифенил-1-пикрилгидрозил) 
(Флюка) [4]. 

Для измерения антирадикальной активности компонентов экстрактов ис- 
пользовали 100иМ раствор ДФПГ. Спиртовые экстракты разбавляли в соотно- 
шении от 6.25 мг/мл до 25 мг/мл. Полученные образцы в объеме 40 мкл смеши- 
вали с 360 мкл раствора ДФПИГ и инкубировали в течение 15 мин при темпера- 
туре 30°С, а оптическую плотность измеряли на ОУ/У1в (ТЕМ\УАУ 6405) при 
длине волны 517 нм. В качестве позитивного контроля использовали спиртовый 
раствор кверцетина. Остаточное поглощение растворов при полном восстанов- 
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лении ДФПГ составляло в среднем 14.5%. Процент антиоксидантной активности 
(АОА) рассчитывался по формуле 1, с учетом величины остаточного поглоще- 
ния (фактор коррекции — ФК): 


АОА% — КО аюь о ОПовразец) / (ОТПТароь > ФкК)] х 100, (2) 


где ФК = остаточное поглощение / (ОПхонтроль — ОСтаточное поглощение). 
Значение [Су показывает концентрацию компонентов в образце, необхо- 
димую для обесцвечивания раствора ДФПГ на 50%. 


РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ 


Из исследуемых этанольных экстрактов, стандартизованых по сухой мас- 
се, наивысшая антирадикальная активность была выявлена у экстракта С. 
Гаейважа (Су= 0.3125 мг/мл), а наименьшая активность - у экстракта Р. Малог 
(1С5= 1.125мг/мл). Радикал-ингибирующая активность экстрактов А. АрятИиит 
и Н. Реогайит равнялась, соответственно, 1Сз= 0.875 и 1Су= 0.625 мг/мл (рис. 
1А). 

Примечательно то, что самую высокую антирадикальную активность, 
стандартизованную по количеству флавоноидов, имеет А. АБутИиит Су= 16 
мкг), а наименьшую активность, как и при стандартизации по сухой массе, про- 
являет экстракт Р. Мадог С5=40 мкг) (рис. 1Б). 
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Рис. 1. Антирадикальная активность этанольных экстрактов. 
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Общее количество флавоноидов и антирадикальная активность экстрактов 
представлены в таблице 1. 


Таблица 1. 

Общее количество флавоноидов, Су по сухой массе и по флавоноидам в 
экстрактах Р/ашазо та]ог, Апетяа абутНиит, Нурепсит репогаит, Сгаевиз 
[аейвайа. 


ТС 





Полученные данные свидетельствуют корреляции между количеством 
флавоноидов и антирадикальной активностью в экстрактах С. Гаемвеа, Н. 
регогайит, чего не наблюдается для экстрактов Р. та]ог, А. абутицит. Из этого 
можно сделать вывод, что биологически активные соединения С. Гаейваи, Н. 
регогиит, имеющие антирадикальную (антиоксидантную) активность, принад- 
лежат флавоноидному ряду вторичных метаболитов. 
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НАУЧНЫЕ СООБЩЕНИЯ 


ИСПОЛЬЗОВАНИЕ СОВРЕМЕННЫХ ГЕНЕТИЧЕСКИХ 
МЕТОДОВ В МЕДИЦИНЕ, В ЭКСПЕРТНО- 
КРИМИНАЛИСТИЧЕСКОЙ ПРАКТИКЕ И В ДРУГИХ 
ОБЛАСТЯХ ДЕЯТЕЛЬНОСТИ ЧЕЛОВЕКА 


Н.К. Хачатрян 
Национальное бюро экспертиз НАН РА 


Во второй половине 80-х годов ХХ века в практику судебно-медицинской 
экспертизы вещественных доказательств начали внедряться методы молекуляр- 
ной генетики, позволяющие проводить идентификационные исследования объ- 
ектов биологического происхождения. В конце прошлого столетия ученые гене- 
тики открыли ДНК-дактилоскопический метод, который по праву был назван 
«золотым стандартом» судебной медицины и позволил криминалистам всей пла- 
неты более успешно бороться с преступностью и разрешать идентификационные 
вопросы, связанные с определением отцовства, материнства и родственных свя- 
зей. Таким образом установилась постоянная связь между криминалистикой и 
генетикой. А в начале ХХ] века начались целенаправленные исследования гено- 
ма человека, которые позволят в будущем создать «карту генов» подобно реаль- 
ной географической карте мира. Как известно, именно из-за наследственных 
особенностей бывают ситуации, когда при одной и той же патологии одному 
лекарство помогает, а другому — нет. В скором будущем ученые планируют, 
влияя на гены, создать методы диагностики и лечения, индивидуальные для ка- 
ждого человека, а также получить ключ к лечению наследственных болезней. 
Ученые признают, что до появления результатов, которые смогут ощутить на 
себе пациенты, еще далеко. Однако, в итоге, все передовые методы медицины 
будут опираться на карту генома [2]. 

Исследования генома дают весьма широкие возможности выявления со- 
стояния здоровья человеческого организма и создания принципиально новых 
лекарственных препаратов и новых методов лечения в каждом отдельном слу- 
чае, а также возможность изучения тех изменений, которые могут привести к 
ухудшению качества генома человека. В лабораториях Европы проводятся ис- 
следования генома человека и изучение генетически детерминированных забо- 
леваний сетчатки, ведущих к полной потере зрения из-за гибели нервных клеток 
сетчатки. Ученые Европы ищут способы восстановления погибших нервных 
клеток, и при успешном применении этих экспериментов на людях будет опро- 
вергнут миф о том, что нервные клетки не восстанавливаются. Благодаря гене- 
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тическим исследованиям европейских ученых считалось, что якобы большая 
часть спирали ДНК не несет никакой функции, и только 2% генома отвечают за 
производство белков. То есть большая часть ДНК до сих пор считалась «мусор- 
ной» — ее предназначение ученые понимали слабо и предполагали, что никаких 
специальных функций эти участки ДНК не несут. Однако из недавних исследо- 
ваний тех же европейских ученых становится ясно, что биологически активна 
намного большая часть генома, чем считалось ранее. Таким образом, опроверг- 
нут еще один миф и одновременно открыты широкие возможности для новых 
генетических исследований и для изучения новых, ранее не изученных участков 
человеческого генома. 

Исследование учеными Шотландии тех изменений, которые происходят с 
генами, привели их к мысли, что именно изменение ДНК могло привести к эво- 
люции и возникновению человека, а точнее из-за ошибки в ДНК древних беспо- 
звоночных животных, которое произошло 500 миллионов лет назад. По мнению 
ученых, во время Кембрийского периода в генетическом процессе беспозвоноч- 
ных произошел необъяснимый сбой, который и привел к эволюции, с одной сто- 
роны, и к развитию ряда заболеваний — с другой. Именно из-за подобных изме- 
нений произошло возникновение таких серьезных заболеваний, как рак, диабет 
и неврологические расстройства. Этим и объясняется распространенность этих 
заболеваний у людей. Учеными же открыты так называемые гены «переключа- 
тели» генов — это участки ДНК, включающие или отключающие в клетках те 
или иные гены, в результате чего также могут возникнуть условия для развития 
тех или иных патологий. «Переключатели» часто расположены далеко от гена, 
который они контролируют. Изучение этих взаимодействий генов в конечном 
итоге может открыть большие возможности для разработки новых методов ле- 
чения, таких болезней, как рак, диабет и т.д. Открывается целый новый мир для 
исследований, результаты которых используются в различных областях челове- 
ческой деятельности. Гены, как известно, представляют собой небольшие участ- 
ки молекулы ДНК, содержащие инструкции, то есть определенную информацию 
для клеток организма о том, какие белковые химические соединения они долж- 
ны синтезировать. Эти функции гена учитываются и изучаются учеными с раз- 
нообразных аспектов. Исследования ученых в области генетики используются 
для разработки лекарственных средств против старения и для продления чело- 
веческой жизни. 

В фармакологии, в результате соответствующих генетических исследова- 
ний, разрабатываются новые лекарственные средства от старения. 6-10 апреля 
2014 года в Сочи состоится событие, способное изменить жизнь каждого чело- 
века — международная конференция «Генетика старения и долголетия» [2]. 

На конференции соберутся ведущие мировые эксперты в области продле- 
ния жизни. Эти ученые уже внесли потрясающий вклад в изучение старения, в 
потенциальную возможность сохранения и улучшения качества жизни всех ны- 
не живущих людей. Препараты для борьбы со старением станут доступны в те- 
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чение пяти лет. Об этом заявили сотрудники университета Нового Южного 
Уэльса в Сиднее. 

Исследование ученых показало, что «благодаря ресвератролу — соедине- 
нию, содержащемуся в кожуре винограда и красном вине, можно создавать ле- 
карства, продлевающие жизнь и предотвращающие развитие возрастных заболе- 
ваний», — пишет Ме са| Хргезз. По словам ученых, ресвератрол активирует бе- 
лок УВТ-1 из числа ферментов-сиртуинов. Эти ферменты регулируют работу 
генов, связанных с реакцией живых клеток на стрессы и продолжительностью 
жизни. «В истории фармацевтики еще никогда не было лекарства, которое так 
ускоряло бы действие белка, как это делает ресверватрол с ЭВТ-1. Почти все 
остальные препараты либо замедляют это действие, либо вообще блокируют 
его», — говорит Д. Синклер. Профессор Майк Страттон, возглавляющий Инсти- 
тут Сангера при фонде \еШсоте Тгаз$ь назвал результаты Епсо4е «краеуголь- 
ным камнем биологии человека на многие годы» [3]. «Проект «Епсо4е» изменит 
методы работы многих исследователей и даст тем, кто стремится изучить проис- 
хождение болезней, гораздо лучшее понимание того, как именно генетические 
изменения ухудшают качество нашего генома», — заявил он. 

Новые генетические методы лечения инфаркта миокарда предложили аме- 
риканские ученые. С помощью комбинации из 5-ти разных генов они смогли 
заставить нефункционирующие клетки подвергшейся некрозу в результате ин- 
фаркта миокарда сердечной мышцы практически полностью восстановиться до 
прежнего, здорового уровня. Они снова начали пульсировать вместе с сердцем, 
что позволяет говорить о возможности лечения инфаркта кардинально новым 
способом. Ученые сообщали об успешной инъекции трех генов СМТ в сердца 
живых мышей, что позволило превратить фибробласты в пульсирующие клетки 
сердца. Попытки повторить опыт с клетками человеческого сердца изначально 
провалились, но добавление в коктейль 2-х новых генов позволило достичь тех 
же результатов, что и с мышами. Таким образом, в течение последующих 10 лет 
методы терапии инфаркта миокарда будут изменены [2]. А каким образом, на- 
пример, используются на практике результаты молекулярно-генетических ис- 
следований в здравоохранении и в других областях медицины? Что анализиру- 
ется при молекулярно-генетическом исследовании? Геном человека состоит из 
3-х миллиардов нуклеотидов (букв). В результате международного проекта «Ге- 
ном человека» были расшифрованы все последовательности ДНК человека и 
обнаружено около 22 тысяч генов. В настоящее время известна функция при- 
мерно 20 тысяч генов. Набор генов конкретного человека определяет его внеш- 
ность, пол, наследственные заболевания (такие как муковисцидоз, гемофилия, 
фенилкетонурия и другие). 

Именно набор генов конкретного человека предрасполагает (при воздей- 
ствии соответствующих внешних факторов, таких как воспитание, питание, 
вредные привычки, образ жизни) к определенным чертам характера, способно- 
стям в различных сферах деятельности, к различным заболеваниям, вредным 
привычкам и т.д. Таким образом, анализируя вариации генов, функции которых 
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известны, можно определить склонность человека к вредным привычкам или 
предрасположенность к различным заболеваниям, рекомендовать диету, преду- 
предить некоторые заболевания, также можно определить вид деятельности, где 
больше вероятность достижения успеха. Замена всего лишь одной буквы в по- 
следовательности гена (это называется ЗМР-зте]е пафеонае роутогр1зт) мо- 
жет влиять на выносливость организма, а также повышать риск различных забо- 
леваний, например, сердечно-сосудистых, аллергий и множества других. На ис- 
следование таких ЗМР и направлен молекулярно-генетический анализ, результа- 
ты которого используются в настоящее время и в медицинской генетике, в спор- 
тивной, и, наконец, в судебно-медицинской генетике, как для определения от- 
цовства, материнства и родственных связей, так и для решения ряда идентифи- 
кационных задач, стоящих перед судебно-медицинскими экспертами [3]. 

Молекулярно генетический анализ 

Этап 1: Забор крови или слюны. Обычно для анализа берут кровь из вены. 
В некоторых генетических центрах могут взять буккальный эпителий (соскоб с 
внутренней стороны щеки) или слюну. Какой материал был взят для исследова- 
ния значения не имеет, так как генетическая информация идентична в каждой 
клетке нашего организма. 

Этап 2: Анализ ДНК на различные МР. Из полученного материала выде- 
ляют ДНК. 

Этап 3: Далее выделенную ДНК исследуют на наличие различных МР 
(единичные нуклеотидные изменения/ методом полимеразной цепной реакции. 
В основе этого метода лежит многократное увеличение копий исследуемого 
участка ДНК с последующим применением различных методик для визуализа- 
ции варианта ЗМР. 

Этап 4: Интерпретация результата. Суммируя данные анкеты, результаты 
генетического, лабораторного и функционального исследований, врач генетик 
составляет генетический паспорт исследуемого, который содержит информацию 
об обнаруженных ЗМР и развернутый ответ о склонностях его к различным па- 
тологиям, рисках некоторых заболеваний, рекомендации по диете и приему 
фармакологических препаратов. 

Этап 5: Заключительная беседа с врачом генетиком. Врач генетик в ходе 
беседы поясняет результаты молекулярно генетического исследования и дает 
соответствующие рекомендации. А как используют молекулярно генетический 
анализ в судебно-медицинской экспертизе вещественных доказательств биоло- 
гической природы, то есть методы ДНК-анализа в практической деятельности 
судебных медиков и криминалистов? В современном мире преступления все 
чаще носят характер хорошо организованных и спланированных, иногда с при- 
менением новых технологий и достижений науки. Это диктует необходимость 
усиления борьбы с преступностью, заставляет применять все доступные средст- 
ва и методы для их раскрытия и расследования, стимулирует поиск новых кри- 
миналистических методов и средств как для раскрытия наиболее опасных пре- 
ступлений, так и для сбора и исследования источников доказательств, имеющих 
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существенное значение для успешного расследования и судебного рассмотрения 
уголовных дел. В этом смысле использование методов молекулярной генетики в 
современной криминалистической практике является ярким подтверждением 
успешного сотрудничества генетиков и криминалистов. Чаще всего это исполь- 
зуется в процессе судебно-медицинской экспертизы вещественных доказа- 
тельств биологической природы, то есть в биологических лабораториях при се- 
рологических идентификационных исследованиях и в судебно-генетических ла- 
бораториях. Это основные стержни в исследованиях вещественных доказа- 
тельств. Вот почему судебно-медицинские эксперты, а также судебные сероло- 
ги, цитологи, генетики и лаборанты делают все возможное, чтобы быть успеш- 
ным исследовательским звеном в расследовании уголовных дел [4]. А на это мо- 
гут повлиять очень разные факторы, объективные и субъективные, начиная от 
степени квалификации экспертов и кончая возможностями лабораторий, что оп- 
ределяется наличием необходимой материально-технической базы, степенью 
развития и применения на практике новых биотехнологий и достижений совре- 
менной молекулярной биологии в этой области. 

Техника геномной идентификации по ДНК была определена в 1987 году в 
судебно-медицинской практике Великобритании, как метод  судебно- 
медицинской экспертизы или техника геномной идентификации по ДНК, «ге- 
номная идентификация», «ДНК-дактилоскопия», «генотипоскопия», ДНК про- 
филирование. Универсальность и высокая индивидуальность результатов дела- 
ют этот метод наиболее перспективным среди всех остальных методов иденти- 
фикации человека в случаях непосредственного исследования объектов биоло- 
гического происхождения [3]. Существует несколько вариантов технологии 
проведения исследований молекулы ДНК в целях идентификации человека. 
Один из вариантов основан на анализе полиморфизма длин рестрикционных 
фрагментов ДНК (фрагментов, получаемых путем рассечения молекулы). Со- 
кращенно его называют ПДРФ анализ (используют для исследования жидкой 
крови). Второй вариант — полиморфизм длины амплифицированных фрагментов 
ДНК или полимеразная цепная реакция. Третий вариант — анализ полиморфизма 
очередности нуклеотидов исследуемой ДНК. Из всех этих технологий в судеб- 
но-медицинской экспертизе вещественных доказательств биологической приро- 
ды чаще всего используется метод ПДР, то есть метод полимеразной цепной 
реакции. Метод основан на том, что перед исследованием ГВ-участков имею- 
щиеся фрагменты ДНК многократно копируются, тем самым наращивается, до 
необходимого, объем материала, подлежащего исследованию. Этот метод полу- 
чил название — метод амплификации или реакции цепной полимеризации, он 
используется для определения отцовства, материнства и родственных связей, 
для идентификации неизвестных биологических объектов, предоставленных 
эксперту судебными органами в качестве вещественных доказательств и для 
идентификации личностей предполагаемого преступника или жертвы при рас- 
следовании соответствующих уголовных дел. Метод ПЩР используется в совре- 
менных лабораториях для изучения ДНК вирусов и других возбудителей инфек- 
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ционных болезней, таких как туберкулез, атипичная пневмония и других опас- 
ных инфекций. Продвижение методов генной идентификации в области между- 
народной практики расследования преступлений и розыска преступников осу- 
ществляется Интерполом путем обеспечения доступа к базам данных ДНК госу- 
дарств-членов Интерпола через глобальную полицейскую коммуникационную 
систему. База данных ДНК Интерпола была создана в 2002 году. А на конец 
2006 года эта база содержала информацию о более чем 65000 данных о ДНК из 
42 государств [3]. 

Существует специальное консультативное подразделение Интерпола по 
использованию генной идентификации, эксперты которой анализируют состоя- 
ние дел в области генной идентификации, разрабатывают соответствующие ре- 
комендации и оказывают помощь в развитии судебно-генетических лаборато- 
рий. Именно благодаря генетическим исследованиям подтверждаются неизвест- 
ные нам исторические факты, связанные с жизнью и родословной отдельных 
личностей. Как, например, то что третий президент США Томас Двефферсон, 
имевший связь со своей рабыней-квартеронкой Салли Хеммингс, которая за 
время проживания с ним родила восьмерых внебрачных светлокожих детей, яв- 
ляется отцом по крайней мере одного из них, так как это подтвердил недавно 
проведенный генетический анализ [5]. Становится очевидным, что внедрение 
метода генотипоскопии в практику правоохранительной деятельности дает воз- 
можность не только использовать его в решении многообразных задач иденти- 
фикации личности человека и животных по следам и объектам биологического 
происхождения и стать на пути преступности, но и одновременно не позволяет 
обвинить ложно указанного подозреваемого [3]. 

С помощью этого метода практически решаются правоохранительные за- 
дачи, которые ранее были неразрешимыми, а также подтверждаются важнейшие 
факты истории человечества. 
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